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PRÉFACE. 



Il y a plus d'un siede que Talgèbre d'Alkhayyàmì fìxa pour la première 
fois l'attention d'un savant mathématicien. 

En 1742, Gerard Meerman publia à Leyde son n Specimen calcuH 
fluxionaliSy » précède d'une préface dans laquelle le célèbre auteur es- 
quisse rapidement , mais avec érudition et élégance , le développement 
successif du calcul analytique. En parlant des progrès que les Arabes 
avaient fait faire à cette branche des mathématiques , il cite (*) un manu- 
scrit arabe du tratte d'Alkhayyàmi , légué par Warner à la bibliothèque 
de Leyde. Jl conjecture que ce manuscrit pourrait bien contenir la ré- 
solution algébrique des équations cubìques. Cela n'est pas; car on 
verrà dans la suite que les découvertes d'Alkhayyàmi, quelque ingé- 
nieuses qu'elles soient , n'ont rien de commun avec celles des algébristes 
italiens du seizième siècle. Il est vrai que le titre du manuscrit arabe , tei 
que le donne le catalogne de la bibliothèque de Leyde, pouvait faire 
croire le contraire. 

En effet, on retrouve la pensée de Meerman chez Montvcla (**), le savant 
historien des mathématiques ; puis chez i!f. Gartz, auteur d'une disser- 
tation latine sur les traducteurs et commentateurs arabes d'Euclide , pu- 
biiée en 1823. 

Personne cependant n'avait encore pensé à examiner ce traile, signalé ainsi 
àlattention des géomètreset des orienlalistes , lorsqueM. L,-Am, Sédillot 
annouQa dans le Nouveau Journal a&iatique (***) qu'il avait découvert, dans 
un manuscrit arabe de la Bibliothèque royale, un fragment très-intéressant 
d'un traile d'algebre. Le contenu de ce morceau présentait une analogie 
remarquable avec ce qui , selon tonte probabilité, devait former le sujet 
du manuscrit de Leyde. Quelque temps après , M. Sédillot fit connaìtre ce 

*) Voir la dixième page de sa jiréface. 
**) Uist. des Math.^ nouT, ed., t. i, p. 383. 
') Mai 1834. 
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fragment d'une manière plus détaillée dans un inémoìre inséré aux ISofiees 
et extraits des manuscrits de la Bibliothèque royale (*). 

D'après Tanalyse donnée par M. Sédillot, M. Chasles, dans Tadmirable 
travail qu'il a consacré à Thistoire de la geometrie , déclara (**) qu'une 
publication complète de ce fragment serait d*un véritable intérét pour 
l'bistoire des sciences mathématiques. 

Cette opinion sur la valeur du document en question fut évidemment 
partagée par M. Libri [***), qui découvrit à la Bibliotbèque royale un ma- 
nuscrit compiei de cet ouvrage. Ce manuscrit constatai! en méme temps 
ridentité de son auteur avec celui du traité conserve à la bibliotbèque 
de Leyde (****) , ci M. Libri annon^a qu'il se proposait d'en publier une 
édition. 

Une telle unanimité sur l'importance de l'algebre d'Alkhayyàmi devait 
suffire pour me décider a en entreprendre la publication. 

Les manuscrits que j'avais a ma disposition pour établir le texte arabe 
étaient au nombre de trois. 

C'était d'abord le manuscrit arabe n'' 1136, ancien fonds de la Bibliothè- 
que nationale , celui qui avait été remarqué par M. Libri. Ce manuscrit est 
d'une écriture très-élégante , mais dépourvu en grande partie des points 
diacritiques. Des trois manuscrits , c'est celui qui offre le texte le plus cor- 
rect, et dans les cas douteux j'ai généralement préféré les legons qu'il 
présente. Je l'ai désigné dans les indications des variantes par la lettre A. 

Le second manuscrit, que j'ai désigné par la lettre B , est le fragment 
examiné par M. Sédillot, et faisant partie du manuscrit arabe n"* 1104. 
ancien fonds de la Bibliothèque nationale. L'écriture de ce manuscrit est 
beaucoup moins belle que celle du n° 1136, mais la ponctuation est 
presque complète, et parfois on y trouve méme les voyelles. Le manu- 
scrit est deteriore en quelques endroits , et les coins sont quelquefois en- 
dommagés par l'humidité, de manière à en rendre Fécriture illisible. Mal- 
heiireusement ce fragment ne contieni qu'à peine les trois septièmes du 
texte entier, et s'arréte précisément à l'endroit f ****) oùTauteur va exposer 
ce qu'il y ade vraiment originai et d'intéressant dans son ouvrage, c'est- 
à-dire au commcncement de la construction des équations cubiques. 

Enfin , messieurs les conservateurs de la bibliothèque de Leyde ont eu 
l'extréme bonté de me confier le manuscrit cité par Meerman et Montucla, 
et contenu dans le volume n** 14 du legs Warnérien. C'est probablement 



•) Tome XUl, page» 130 à 136. 

**) Aper^ histurique sur le développement des méthùdes en geometrie. Braxelles , 
1837, iu-4", pages 493, 494, et particulièrement p. 498, troisième note. 
***) ffistoire des sciences mathématiques en ìtalie, 1. 1, note xni, p. 300 sqq. 
****) Voir, loc, cit.y ies notes au bas des pa^es 301 et 302. 
*') Yoir page 21 du texte arabe, note ò. 
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uQe copie faite sur un manuscrit orientai par un Arabe chrétien^ domìciiié 
à Amsterdam, et occupé par l'illustre Golius à copier des manuscrits ara- 
bes que les propriétaires refusaient de vendre , et que Golius était obligé 
de renvoyer en Orient après en avoir fait prendre copie (*). Ce manuscrit, 
que j 'ai désigné par la lettre C, est d'une écriture large et lisible. Quoiqu'il 
soit moins correct que le manuscrit A, il ne m*en a pas moins été très- 
utile pour la rédaction du texte. 

Les figures géométriques qui accompagnent le texte sont tracées dans 
le manuscrit A avec assez de netteté; si ce n'est que les sections coniques 
y sont invariablement représentées par des arcs de cercle qui se rencon- 
trent au sommet de la conique sous un angle passablement aigu. Dans le 
manuscrit C , ces figures ne ressemblent quelquefois que d' assez loin à ce 
qu'elles sont destinées à représenter. 

Dans les manuscrits B et G , les numératifs sont toujours exprimés par 
des mots, excepté dans les citations des propositions , et quelquefois aussi 
des livres, des ouvrages d'Euclide et d'ApoUonius. Dans ce dernier cas, 
les manuscrits B et G emploient les lettres de l'alpbabet numerai. C'est 
uniquement pour la petite table des puissances descendantes et ascen- 
daqtes (p. 42 du texte arabe) que le manuscrit G fait usage des chiffres. 
Le manuscrit A , au contraire , se sert de ces derniers presque partout où 
les deux autres manuscrits emploient des mots ou des lettres numérales^ 
cependant il conserve les lettres exclusivement pour les propositions citées 
des ouvrages d'Euclide et d'Apollonius. 

Ayant rendu compte des manuscrits dont je me suis servi pour l'édition 
du texte d'Alkhayyàmi , je vais ajouter quelques mots au sujet des manu- 
scrits dans lesquels j'ai rencontró les morceaux qui forment Tobjet des 
additions. 

Pour les additions A et G, j'ai mis à contrìbution le manuscrit n" 14 du 
legs Warnérien , mentionné ci-dessus. Quant au mémoire , que j'exaraine 
dans Taddition C, j'en avais découvert une seconde copie dans le ma- 
nuscrit 955,3('*''), supplément arabe de la Bibliotbèque nationale. Les mor- 
ceaux dont les additions B , D et E présentent des extraits discutés sont 
tirés du manuscrit n° 168 du legs Warnérien de la bibliotbèque de Leyde , 
un de ceux qui ont été achetés par Golius en Orient (***). Ce manuscrit 

*) Voir à ce sujet les pages xiy et xv de la préface du nouveau catalogue de la bibliotbèque 
de Leyde, par M. Dozy, dout le premier tome vient de paraltre il y a peu deseraaioes. 
M. Dozy avait bìen voulu mUnstruire à Tavance de ces détails, et c'est avec empressement 
que je saisis cette occasioD de témoìgner publiquement ma reconnaissance à ce savant, ainsi 
qu*à M. Reinaud, qui non-seulemeut m*a commuuiqué, avec la complaisance qui le distingue, 
tous les manuscrits dontje pouvaìs avoir besoin, mais encore m'a permis derecouriren 
toute occasion à sa vaste érudition 

') Numero du catalogue manuscrit du supplément arabe, redige par M. Reinaud. 
J'aiplusieurs fois cité (extuellement des passa«;es dece manuscrit ; j'ai aiors reproduit 
ces passages absolument tels qu'ils se trouvaient dans foriginal. 

a. 






iv 



m'avait également été prète par messieurs les conservateurs de cette 
bibliothèque avec la bienveillance la plus oblìgeante. 

On peut applìquer à Alkhayyàmi ce qu'un hìstorien spirituel de l'algebre 
a observé à propos de Dìophante : que la fin de son nom prète déjà à 
discussion. Tantót on trouve Alkhayyàini^ tantòt Alkhayydm; à ce point 
que sur le premier feuillet du manuscrìt A , à coté du grand litre qui 
porte Alkhayyàmi, on lit plus bas(^*) : «Mémoire d'Omar Alkhayydm sur 
les démonstrations de Talgèbre. » Alkhayydm signifìe fabrìcant de tentes. 
Il n'est guère vraisemblable que le célèbre geometre ait luì-méme exercé 
cette profession ; mais probablement c'était celle de son pére ou d'un de 
ses ancètres, et en conséquence , des deux le^ons, Alkhayydmi ^mìAe 
étre celle qu*il faut préférer. 

On ne sait avec précision les dates , ni de la naissance , ni de la mori 
d'Alkhayyàmi; mais on connait suffisamment les circonstances de sa vie \*). 
W fut élevé en compagnie de deux jeunes gens qui dans la suite devin- 
rent des personnages célèbres. Cesont Nizhdm Almoulq, vizir dessultans 
Seldjoukides Alp-Arslan et Maliq-Cbah, et Ha^an fbn Sabbah, fondateur 
de Tordre des Assa-sìns. 

Les trois amis s'étaient promis que si l'un d'eux se voyait un jour dans 
une position brillante et élevée , il profiterait de sa prospérité pour y faire 
participer ses anciens camarades. Arrìvé au pouvoir, Nizhàm Almoulq fut 
fidèle à sa promesse. 

Il fit donner à Hagan la place de hàdjib ou cbambellan. Mais celui-ci , 
ingrat envers son bienfaiteur, chercha à le remplacer dans la f^veur dii 
sultan. C'est pourquoi Nizhàm Almoulq Téloigna de la cour par des moyens 
que la perfidie de Hagan excuse peut-ètre. Plus tard, le vizii» encourul , 
dans un àge déjà avance , la disgràce du sultan; et lorsque sa chute l'eut 
mis à la portée des poignards des fedaì's ismaéliens , Hagan assouvit sa 
vengeancc (***). 

Alkhayyàmi, au contraire, refusa presque les ofTres généreuses du 
puissant vizir. Il ne demandait qu'une aisance modeste qui lui permit de 
se livrer tranquillement à ses penchants siientifiques et littéraires. On sait 
cepcndant qu'il prit une place distinguée parmi les astronomes de Maliq- 



*) Ce manuscrìt seinble avoir fait partie d*un petit recueil de sept traités, dont l'algebre 
d*Alkha>yàml était le premier. On avait donc donne sur la page du titre de celui-ci un 
catalogne des tìtres de toutes les pièces qui compopaient cette petite coliectìon, coni me 
d'ailleurs cela se fait aussi en cas pareil sur nos livres modernes. L'écriture de ces titres est 
pour la plupart teilement effacée qiril est difficile de les déchiffrer. 

**) Voir la savante notice consacrée à Alkliay>&mt par M. Reinaudyà^ii% les Prolégomènes 
de sa traduction de la géographie d*Aboulféda, pag«^ CI. — Notices et Extraits , eie, 
tome IX, pag. i43sqq. 

**^) Voir le Mémoire de M. Defrétnery sur l'histoire dt-s Seldjoukides et des Ismaéliens. 
Journal asta fique, 1848 



Chah , et qu'il était un des principaux auteurs de la réforme du calen- 
drier introduile en i079 par ordre de ce prince (*). 

Alkhayyàmì lui-méme nous apprend (p. 13 de la traduction) qu'il avait 
compose aussi un traile sur l'exlraction des racines des ordres supérieurs ; 
et le peu qu'il en dit suffit pour rious révéler ce méme esprit generali- 
sateur qui , comme nous allons bienlót le voir, Tavait conduit à une ihéo- 
rie ^ystématique des équations cubiques(**\ 

Alkhayyàmì était poète (***). Maisses vers , écrits en persan, lui ont valu 
une réputation d'athée et de libertin. Rappelons-nous cependant que les 
mémes accusations furent portées contre Descartes par un turbulent 
théologien, le recteur Voét, de l'université d'Utrecht. Ne nous empressons 
donc pas de souscrire à un jugement qui a peut-étre sa source uniquement 
dans les haines religieuses que les poésies satiriques et spirituelles d*Al- 
khayyàmi devaient susciter contre lui. 

Voici maintenant la traduction de la pièce inèdite que j*ai donnèe à la fin 
du texte du traité d'algebre. Ce morceau est extrait du nianuscrit n° 481 , 
supplément arabe, de la Bibliothèque nationale^ qui contieni un abrégé du 
Tàrikh-Alhoqamà , termine en 647 de Thégire, et dont l'auteur s'appelait 
Alzoùzenì (****). 

» Omar Alrhavyam, imam du Khorà^n, le grand savaiit du temps, était verse dans. 
les Sciences des Grecs. Il exhortait à chercher le Dieu unique , gouverneur du monde ^ 
par la purificatiun des mouvements corporels, de manière à reudre Tàme humaine- 
exeiupte de toute impureté. Il recommaudait aussi une étude perseverante de la poli- 
tique (*****) , fondée sur les bases de cette scìence établies par les philosoplies grecs. Les 

*) Voir Abulfedx Anu&ìes muslemici , ed. de Reyske et Adler, t III, pag. 236, lig. 18 sqq. 
(Or lit en cet endroit « Ibrahim, » au lieu de «fìls d'Ibraliim ;.» c*est une erreur; comparer 
la note deM. Reinaud, dans les Prolégomènes à la Géogr. d'Aboulf., loc. cit.)-~ /oA-. Gravii 
Epochae celebriores. Londini, 1650. Pag. 3^7 sqq. — Mnhammedis fil. Ketiri, qui vulgo 
Alfraganus dicitur, Elementa astronomica, opera /ac. Golii. Amstelodami, 1669. Notai, 
pag. 32 sqq. — Ismaelis Bullialdi Astronomìa philolaica. Paris, 1645, in-fol. Tabulae pliilo- 
laicae, pag. 210-232, et particulièrcment pag. 214 et 223; comparer Delambre, Hist. de 
Tastr. au moyen àge, pag. 191-196. -> Montuclay Hist. des math.,éd. nouv., 1. 1, pag. 38T. 
— Delambrif Hist. de Taslr. moderne, pag. 75-84. 

**) La bibliothèque de Leyde (voir n"" 1067 du catalogue de 1716) possedè aussi un ouvrage 
d'Alkbayyàmt sur Texplication des difficultés présentées par les définitions placées eo téte des 
livres des £léments d'Euclide. 

***) Yoir /. v. ffammer Geschichte der schoenen Redekuenste Persiens. Wien, 1818, . 
pag. 80 82. 

****) Voir Wenrich, de auctorum Grsecorum versionibus et commentariis Syriacìs, Arabi- 
cis, Armeniacis, Persicis commentatio. Lipsiae, 1842, pag. iv-xii, et particulièrement pag. x 
iilt. — Dans les citatìons que dans le cours de cet opuscule j'aurai à faire de cet abrégé, je 
le designerai comme « le Ms. du Tàiìkh Alhoqamà de la Bibliothèque ustionale. » 

*****) Le terme arabe rappelle ladérivalion du uom de cette sciencedu motwóXic. Comparer 
les Prolégomènes à la géograpbie d'Aboulféda, par M. Reinaud^ p. lxix ; oii y verrà en. 
méme temps de quelle manière chez les Arabes la poliliquese rattachait aux sciences exiietes^ 
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Sodfls des (emps postérieurs ont accueilli le sens af^parent d'une parile de ses poesie;, 
et puis les ont accommoiiées à leurs doctrìnes, de sorte qirìls en font rol)jet de'discus- 
sions dans leurs assemblées et daus leurs réunions privées. Mais le sens cache {*) de ses 
poésies consiste en axiomes de la religion oniverselle (**) , et en princìpes généraux 
embrassant les devoirs pratìques. Gomme les bommes de son temps biàmaient ses opi- 
nions religienses, et mettaient à découvert ce qu'il cachaìt en secret, il craìgnit pour 
sa vie, et mit un frein aux écarls de sa langue et de sa piume. Il.fit le pèlerinage, grftce 
plutót à une rencontre fortuite quepar piélé; et son extérienr trahit ses pensées se- 
crètes, bien que rien n*en parùt dans ses paroles (***). Lorsqu'il fut arrivé à Bagdad, 
les personnes qui s'étaient livrées aux mémes études que lui eti fait de sciences ancien- 
nes accoururent auprès de lui; mais il leur ferma sa porte , en homme qui ayait renoncé 
à ces études, et non pas en hurame qui fùt reste leur confrère. Après étre retout né de 
son pèlerinage dans son pays , il se rendait au lieu des prières le soir et le matin, et 
cachait ses secrets, qui pourtant ne pouvaient pas manquer de se révéler. Il était sana 
pareli dans l'astronomie et dans la philosophie; et sa capacité eminente dans ces sciences 
aurait passe en {>roYerbe, s'il avait re^ en partage le respect des convenances. On a de 
lui des poésies légères dont le sens cache perce à travers leurs expressions voilées, et 
dans lesquelles la veine de la conception poétique est 1 roublée par l'ìmpureté de Tin- 
tention cachée. Poesie : 
« Gomme mon àme se contente d'une aisauce modeste et facile à obtenir, que toute- 

« foia ma main et mon bras ne me procurent qn'avec effort, 
« Je suis à Tabri de toutes les Yicissitades de la fortune, et, dans mes malheurs , ma 

« main et les projets que je forme sont mon refuge. 
«e Les sphères dans leur mouvement n'ont-elles pas prononcé l'arrèt , que toutes les 

« étoiles heureuses finissent par décliner vers une position funeste? 
« Pef sévérance donc , ò mon àme , dans ton repos ! Tu en fais seulement crouler le 

« sommet, en voulant en consolider les bases. » 

Évidemment ces lignes ne sont pas l'oeuvre d'une main amie. A les en 
cpoire, le caractère d'Alkhayyàmi n'aurait été qu'un mélange d'impuretéet 
d'hypocrisie. Mais tout ce qu'elles s'efforcent de jeter d'ombre sur la mo- 
palité de notre auteur ne sert qu'à faire ressortir d'une manière plus bril- 
lante l'hommage qu'elles ne peuvent refuser au mérite du savant. C'est un 
homme détestable , mais c'est un astronome sans pareil ; c'est peut-étre uh 
hérétique j mais, à coup sur, c'est un philosophe du premier ordre. 

Trois cents ans plus tard, les passions avaient eu le temps de se calmer. 
La connaissance ou du moins le bruit des découvertes d'Alkhayyàmi 
s'était répandu jusqu'en Espagne, et Ibn Khaldoùn y put faire allusion dans 
ses ProlégomènesC****). Alors ce n'est plus ni l'hypocrite ni le libertin Al- 
khayyàmì; c'est simplement « un des plus grands géomètres de l'Orient. » 

*) G'étaient de semblabtes « sens cachés » que les Ismaéliens croyaient découvrir dans 
les livres sacrés de rislamisme, qui leur firent donner le nom de Bdtiniens. 
**) Il aurait été plus naturel de dire : ^»>^|^ òjOjjLU ; alors le sens : « en axiomes 

renfermant les dogmes religieux, et en maximes qui comprenaient les devoirs pratiques^ )> 
répondrait mieux au parallélisme de la phrase. 

***) Peut-étre faut-il lire »Ij-m^! ^ au lieu de j\j^\ ^ , et tradulrc : <« il 
laissa échapper des secret» qui n'étaient pas très-purs, pas conformes à l'honnètetó. * 

****) Le passage dont je t«ux parler fait partiedu chapiireqiie j'ai indiqué dans la note 
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Trois autres siècles passèrent sans dimìnuer restime dont jouissaient ses 
travaux. Hadji-Khalfa nous en offre le témoignage en citant une partie con- 
sidérable du commenceinent de l'algebre d'Alkhayyàmi(*), tandisqu'ordi* 
nairemcnt il se contente de donnerle titreoutoutaupluslespremiersmots 
des ouvrages dont son immense bibliographie contient la nomenclature. 

La réputation d'Alkhayyàmt ne brillait que d*un plus vif éclat au milieu 
des ténèbres où le temps avait plongé tant de célébrités secondaires. 

Examinons dono Touvrage qui , sans aucun doute , a puissamment con- 
tribué à inunortaliser ainsi le nom de son auteur, et dont les feuilles sui- 
vantes présentent le texte et la traduction. 

11 se divise naturellement en cinq parties, de la manière suivante: ITia* 
troduction, comprenant une préface, les définitions des notions fonda- 
mentales de l'algebre , et un tableau des équations que l'auteur se propose 
de discuter (p. 1-12 de la traduction) ; ^'^ la résolution des équations des 
deux premiersdegrés (p. 12-28) ; d^'Ja construction des équations cubiques 
(p. 28-68); k^ la discussion des équations à termes fractionnaires, ayant 
pour dénominateurs des puissances de Tìnconnue (p. 69-81) ; 5^ remarques 
additionnelles (p. 81-88). 

Il est une particularité de cette algebre qui mérite d'étre remarquée et 
discutée dès l'abord. G'est que l'auteur se fait une loi, pour toutes les 
équations dont il s'occupe, de joindre la résolution numérique ou aritfamé- 
tique (**) à la construction géométrique , et vice versa. 11 est vraì que, pour 
les équations cubiques , il est force de se borner à cette dernière ; mais 
aussi il constate exprès^ et signale aux algébristes à venir^ cette lacune à 
combler(p. 9.). Afin decomprendre pourquoi l'algébrìste arabe se croyait 
si strictement oblìgé de compléter, Tune par Tautre, l'arithmétique et la 
geometrie , il faut expliquer ce qu'il entend par a résolution numérique, » 

Là où il parie d'une manière plus explicite , il se sert de l'expression : 
il résolution, lorsque Vobjet du problème est un nombre. » « L'objet » du 
problème, c'est l'inconnue (voir la défìnitionp. 5); ì^ résolution numé- 
rique y dans l'acception de Talgébriste arabe , sera donc une résolution qui 
suppose que l'inconnue soit un nombre. 

Or, les Arabes, fidèles aux traditions regues des Grecs, désignent*par 
a nombre » (JJx) ou a nombre absolu » (j^'^^ ^Sc>)^\e nombre entier^ un 
nombre d'unités. Ds vont méme plus loin, et se servent dece terme comme 
d'un équivalent de L'unite. G'est ainsi qu'on trouve des expressions conune 
« trente en nombre » (^JjJI ^ j^^)» ce qui, selon les règles de la^ 
grammaire arabe (***), équivaut, à une légère nuance près, adire «trenta 

au ba8 de la page 6. l\ eet reproduit par Rosen dans aoo ed. de l'algebre de Mohaimncdu 
Ben Moù^,page 191. 

*; £d. de Fluegel , t. il, p- 584. 

**} Cu verrà bienldt par qiielles raisons j'évite de dire « algébriqiie. « 

***) De Sacu, Gr. ar, 2- ed., t. l, § 538 et § 565. 
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Dombres; » enfio , ce pluriel a nombres j» lui-méme est employé daiìs les 
éfioncés des équations n® i8 à 25 '*) , pour designer le tenne connu de 
réqnatìon cubique. 

n résulte donc que le geometre arabe, en parlant de la résolutian nume- 
rique d'une équatìon^ entend qu'il s'agii de satisfaire à cette équation 
par un nombre entier. Et ce qui détruira les demiers doutes qui pourraient 
subsister à cet égard, ce sont les conditions qu'il énonce pour la solubilité 
arìthmétique des équations du second degré (p. 17). Ces conditions dé- 
passent méme le but qu'elles doivent atteindre , ainsi que je Fai fait ob- 
server à Tendroit indiqué. !!^lais il est facile de remonter à la source de cette 
«reur. 

Les mémes conditions , ou du moins la plus essentielle des deux, à sa- 
voir la seconde , se trouvcnt nombre de fois cbez Diophante, et il est im- 
possible de méconnaitre ici Tinfluence de cet auteur. Il y a seulement cette 
difierence que cbez Diophante cette conditìon est justifiée par la nature des 
problèmes qu'il se propose , tandis que cbez Àlkhayyàmi , elle établit des 
limites trop étroites. Je ne citerai , à Tappui de ce que je viens d'avancer, 
qu'un Seul problème de Diophante , entre beaucoup qui me foumiraient les 
mémes preuves. 

Dans le 6* problème du YI^ livre , Diophante se propose de trouver un 
triangle rectangle en nombres ratìonnels, de manière que la surface du 
trìangle , plus une des cathètes , soit égale à un nombre donne. Désignant 
les deux cathètes par ax et bx respectivement , le nombre donne par k, et 

posant — = e, on aura 
donc 



V r^ = -f+y/(fy + c*. 



Arrivé là, Diophante énonce sa conditìon de la manière suivante : xai Se? 

Tuv dptOjAAdv xoì ^fiiact è^* lauto irpo^elvat t^ 2uva(Aetc iirròbctc (**) yevofuva; xscì 

iroutv Terpaycovov. C'est-à-dire qu'il faut qu'on ait 

en posant a = l , Téquation (2) se transforme dans : bx = — i -f- 

[/^ì -h 2 bk, et il s'agit de satisfaire simultanément aux deux équations 
indéterminées 

On voit aisément que la condition (3) est véritablement nécessaire , puis- 

*) Voir pages 44, 46, 47, 49, 57, 62, 66. 
*'*') Diopliaote avait prift k=7. 
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qu'il s'agit de rendre rationnels les cótés du triangle , c'est-à-dire que dans 
réquatìon (i), non-seulement Vinconnue, mais aussi les coefficients sont 
assujettis à certaines condìtìons. 

Il se présente ici la question suivante : Si , pour larésolution numérique, 
l'algébriste arabe exige qu'on satisfasse à Téquation proposée par un 
nombre entier, il fait dono de l'algebre indéterminée ? 

11 nous manque un élément pour répondre à cette question d'une manière 
decisive. G'est que l'auteur ne se prononce pas sur la nature des coeffi- 
cients de l'équation proposée. D'après les termes dont il se sert , on peut 
croire qu'il consi(ière le terme connu (^jjiJi\ ^JjJI) comme un nombre 
entier donne; mais le coefficient de l'inconnue (»! j^^l iJJ^ ou simple- 
ment (*) jt j^^l) est laissé entièrement indéterminé. En supposant que ce 
coefficient doive également étre un nombre entier, il s'agit en effet, pour 
obtenir les conditions de la solubilité « numérique » de l'équation du se- 
cond degré, de discuter l'équation indéterminée x* -\-yx= a. Si , au con- 
traire , on laisse aux constantes de l'équation déterminée proposée tonte 
leur généralité, la détermìnation des conditions nécessaires pour satisfaire 
à la proposée par un nombre entier dépend d'un problème plus general. 

Ce qu'il y a de certain , c'est que la résolution numérique de l'algébriste 
arabe comprend : 1" ce qu'aujourd'bui on désigne par la résolution algé- 
brique d'une équation ; 2^ la détermination des conditions nécessaires pour 
que la fonction des coefficients, qui est égale à l'inconnue, devienne un 
nombre entier. Alors si les coefficients de l'équation proposée satisfont 
à ces conditions, la résolution numérique, selon notre auteur, est possible; 
dans le cas contraire , elle est impossible. 

Vu cette c( impossibilité , » la construction géométrique sert, chez l'al- 
gébriste arabe, non-seulement d'éclaircissement et d'explication , mais 
de complément nécessaire à la résolution numérique; et on comprend 
pour quelles raisons il dit , dès l'abord , que l'objet de l'algebre est forme 
autant par le nombre absolu que par les quantités géométriques. 

On reconnait dans cette séparation , portée méme trop loin , de la quan- 
tité discontinue d'avec la quantité continue, ou, si Fon veut, de la quantité 
rationneUe d'avec la quantité irrationnelle; on y reconnait , dis-je, les 



*) Olì poiirrait étre tt-nté de troover ici une autre trace de IMnfluence de Diophante, 
puìsque celui-ci dit duvaiui; pour designer le coefficient du carré de Tinconnue, de méme 

que Talgébriste arabe désigne parjlJ^^Ì, le coefficient de Tinconnue. Mais cette sup- 
pression du terme « coefficient » se trouTe aussi cliez Moh. Ben Moù^, et il n*existe aucune 
donnée historique qui prouve qu*aux temps de cel algébriste Diopbante ait été déjà conna 
aux Arabes. Il faut donc chercher ailleiirs Texplication de cette co'incidence, à moins qu'on 
ne veuille la considérer comme accidente) le, et n*ayant rien de très-surprenant en elle-méme. 
— D'un autre coté, on ponrrait trouver que le mot 9 Jcc> a Tair d*une (raduction du terme 
T^XrjQo; , qui se Irouve chez Diopbante. 
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coDséquenceB de la distinction fondamentale établie entre le irooòv ^uopiafx^- 
vov et le iroràv (Tuvex^; par Aristote, dont le système a si puissamment influé 
sur le développement et sur le genie de la science arabe. 

Les résolutions qu'Àlkhayyàmt donne des équations du second degré , 
et qui ont présente les données principales pour la discussion précédente , 
vont me foumir encore le sujet de quelques autres observations. 

On remarquera d'abord combien les démonstrations de ces résolutions 
sont plus élégantes et plus scìentifiques que ceiies de Mohammed Ben 
Moù^à, combien tonte la discussion est prìse de plus baut et maniée avec 
supériorité. Pour faire ressortir cette différence, j'ai place en note, au-des- 
sous des démonstrations d'Alkhayyàmì , celles de Mohammed Ben Moùgà. 
Seulement^ j'ai traduit celles -ci en langage algébrique, afin qu'on 
puisse saisir immédiatement la marche suivie dans ces démonstrations, 
et plus ou moins déguisée dans leur rédaction originale. On remarquera 
aussi que la démonstration donnée par Mohammed Ben MoÙQà, pour 
réquation n^ 8, est incomplète en ce qu'elle ne s*applique qu'à un seul 
des deux cas de la résolution. 

Je saisis cette occasion pour m'excuser auprès de ceux de mes lecfeurs 
qui pourraient trouver que les notes dont j'ai accompagné ma traduction 
sonttropchargées de détails élémentaires. Pour me justifier Je n'aurai qu'à 
expliquer quel était mon but dans la rédaction de ces notes. Je voulais re- 
produire fidèlement, avec tous leurs détails, les procédés de mon auteur , et 
cependant les traduire dans le langage des mathématiques modernes, pour 
épargner aux géomètres qui parcourraient cet opuscule l'ennui que leur 
causerait sans doute la lecture de ces longues résolutions et démonstrations 
parlées de Talgébriste arabe. Dans la partie de son traìté qui contient la 
discussion des équations cubiques , ces courts apergus contribueront peut- 
étre à rendre apparente , méme à ceux qui ne voudraient y jeter qu'un 
coup d'oeil fugitif , le parallélisme et l'ensemble des constructions d'Al- 
khayyàmi. Mais, sous peine d'étre accuse d'inconséquence , je ne pouvais 
supprimer pour une partie de l'ouvrage arabe ce que je donnais pour une 
autre. J'étais tenu de rendre compte de l'esprit des méthodes arabes, de 
les anatomiser aussi scrupuleusement que possible. Lorsque ces méthodes 
étaient élémentaires^ ces explications entrainaient nécessairement des con- 
sidérations élémentaires. 

Mais revenons encore aux équations du second degré^ et à la manière 
dont Alkhayyàmi les construit au moyen des propositions connues des 
Données et du deuxième et du sixième livre des Éléments d'Euclide. Cette 
construction répond d'une manière remarquable à la supposition de 
dossali (*) , qui pensait que la transformation de ces propositions de géo- 

*) Orione dell'algebra, 1. 1, p. 87-91. 
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métrìe eti théorèmes algébriques pouvait avoir eu lieu dans rintei*valle de 
temps qui séparé Euclide de Diophante. Seulement , cette ttaìisformation , 
au lieu d'avoir été la source de l'algebre, ne se serali opérée qu*à tttte 
epoque où cette science était déjà considérablement développée. Il se pour* 
rait cependant qiie Cessali ne se fòt pas entièrement tpoiiipó, et tpi'Al- 
khayyàmì n*eùt pas Fhonneur d'avoir le premier aper^u les relations qui 
existent entre les propositions mentionnéeset la consttuction des équations 
du second degré. 

En efiet, dans le Qitàb Àlfihrist, un article relatif à Hipparque e^t con^u 
de la nianière suivante (*) : 

« HiPPARQUB LE RAFANiBN **), Oli a de luì , 611 faìt d'oiiTTages : le Traité d'algebre, 
connii aussi sous le nom des Défioitions. Cet oiivrage fut tradliit et revu par Aboùl 
Wafà Mohammed Ben Mohammed le calculateur, qui est aussi auteur d*un commentaire 
da méme ouvrage, acCoinpagné de démonstralions fondées sur des raisoiinements gèo- 
rnétriques. (Puis on à d'Hipparque un) Traité sur la division des nòmbres. » 

Plus loin on Ut , dans la méme bibliographie » à l'article Aboùl Wafà , 
parmi les ouvrages de ce geometre énumérés très-complétement : « Com- 
mentaire deTouvrage d'Hipparque sur Talgèbre (***). » 

Le témoignage de ces passages , qui attribuent à Hipparque des travaux 
en dehors de ceux qui l'ont illustre comme astronome > est corroboré par 
les mots suivants de Plutarque (****) : Xpóatinrov Sé -rcàvTe? iki^f^oMviy o\ ijiiO- 

Jemebome à signaler cesfaits, san^vouloir en aucune manière décider 
si les constructìons des équations du second degré qu'on trouve dans Tal- 
gèlH'e d'Alkhayyàmi appartiennentvéritablement à celui-ci, ou si ellessont 
cimpruntées soit à Aboùl Wafà, soit à Hipparque. 

Mais je me hàte d'arriver à ce qui occupe la partie la plus considérable 
du traité d'Alkhayyàmi , et à ce qui en constitue le mérite principal : à la 
construction des équations du troisième degré* 



I I I |_1 Il ■ • ■ •'■■•• -. _ ^ M. 



*) Voici le texté originai de eiBt article d'après le Ms. de la BiM. natiofiate, et revu sur le 
MS. delabibl.de Leyde:^*sr^t AC Luo s^lxS < w^l ^ à)j c^^^' lT^JÌ^ 

« ^tjcc'^t L^ s^b-T, SLLjJL^t ^jJb\jJ\j ilLj Aa.y^ Lflj! Jj w^wwLsr^l 
**) Le Loubb Alloubdb explique ainslce nom (ed. de Veth., t. I, p. ^VJ ^JLÌJI 

a\jJ\ i;^l;-t>b Si) [l^j] Ai^ J,ì ^j ^^^-wJCsr^.— L'origine éyrienne qu'on 

attribue ici à Hipparque serait en contradiction avec la tradition re^ue, suivaut laquelle Hip- 
parque était originaire de Nicée en Bitbynie. 

') Opp. omnia. Paris, 1624, fol., l. HI, p. 1047; cf. p. 732. 



***> 

**•*! 
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On dit quelquefoìs , et on pense assez géiiéralemeiit , que les Grecs ont ^ 
coDStruìt des équatìons du troisième degré ; mais cette opinion renferme , 
sinon une erreur, du moins une inexactitude. Il est vrai que les géomètres 
grecs ont résolu certains problèmes géométriques qui , ramenés à leur ex- 
pression algébrique, conduisent à une équation du troisième degré. Mais 
on conviendra sans doute qu'il est très différent de résoudre géométrique- 
ment un semblable problème , ou de reconnaitre que ce problème dépend 
d'une équation cubique ; de trailer, entre autres problèmes de geometrie, 
quelques-uns du troisième degré, ou d'énumérer systématiquement les 
formes des équations cubiques , de les construire une à une , et de discuter 
les cas particuliers que présentent ces solutions 5 tout cela avec le but clai- 
rement prononcé (*) de donner implicitement, au moyen de ces théorèmes 
généraux , la résolution de tei problème special qu*on voudra se proposer. 
C'est ce qui n'a été fait nulle part par les géomètres grecs , mais c'est ce 
qu'on trouve chez les Arabes , et notamment dans l'algebre d'Alkhayyàmi. 

En effet , poiu» construire les équations cubiques , les géomètres grecs 
auraient, avant tout, dù les connaìlre. Or, comme on ne trouve, dans aucun 
des ouvrages géométriques des Grecs , nulle trace d'algebre , il est im- 
possible de dire que les Grecs aient construit des équations du troisième 
degré. 

Ce sont les Arabes qui ont le mérite d'avoir, les premiers, essayé d'ap- 
plìquer l'algebre à la geometrie , et vice versa; d'avoir jeté les.fondements 
de cette liaison du calcul avec la geometrie, qui, dans la suite, a éminem- 
ment contribué au développement des mathématiques (**). 

Notre auteur prend méme à tàche de montrer (***) comment ce progrès 
se fit chez les Arabes , et comment d'abord c'était Almàhànì qui , en par- 
tant d'un problème pose par les anciens , essaya de le résoudre en le ra- 
menant à son expression algébrique. Ce premier essai ne fut pas couronné 
de succès; mais bientót d'autres géomètres furent plus heureux, et les 
constructìons qu'ils donnèrent de plusieurs équations cubiques, auxquelles 
ils furent conduits par des problèmes qui n'étaient encore que particuliers, 
firent naìtre chez Alkhayyàmi la conception d'une théorie systématique 
des équations du troisième degré. 

Disons quelques mots du problème qui servit de point de départ à des 
découvertes aussi intéressantes. Dans la cinquième proposition du second 
livre du Traité de la sphère et du cylindre, Archimede se propose le pro- 



*) Voirpag. 83, lig. 18. 

**) Par rapport à cette connexion intime que les géomètres arabes cherchaient à établir 
entre les parties aritlimétiques et les parlies géométriques, des mathématiques on ne com-^ 
parerà peut-étre pas sans intérét le catalogne des onvrages mathématiques d*Ibn Albaìtham, 
donne par cet auteur mèmc, dans le passage que j'aì extrait d*Ibn Abl O^aìbiah ; voir pag. 73. 

***) Voir pag. 2 et 3, et coroparer Additiou B, pag. 96. Voir aussi pag. 43, 54 et 81 ult. sqq. 
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blème de cotiper une sphère par un pian , de manière que le rappopt do 
Tun des deux segments à l'autre soit égal à un rapport donne (*). Il dé- 
montre que ce problème dépend de la construction suivante : Étant donnés 
une ligne DZ et sur cette ligne deux poìnts B, T, de telle sorte que B soit 
situé entre D et T, déterminer un point X de la ligne DZ , tei qu'on ait 
XZ : ZT = BD* : DX^ Ramenons ce problème à son expression algébrique 
en désignant BD , ZT, ZD, DX, par a, b, e, x, respectivement ; il s'agirà de 
déterminer x au moyen de la proportion (e — ^) : 6 =«» : a?% c'est-à- 
dire de construire l'équation cubìque A^ + a*. b=^cx''. 

Il paraìt que ce lemme fixa d'une manière tonte particulière l'attentìon 
des géomètres arabes. Gomme Archimede n'en avait pas donne la solution, 
c'estpeut-étre qu'ils mettaient un certain point d'honneur à prouver qu'ils 
savaient surmonter aisément un obstacle qui semblait avoir arrété Archi - 
mède (**), J'ai réuni , dans les additions A et B, différentes solutions de ce 
lemme, données par des géomètres arabes (***). 

Quant à la manière dont Alkhayyàmì construit les équations cubiques, 
je vais donner une indication rapide des traits généraux de sa méthode^ 
sans entrer dans les détails dont on se. rendra facilement compte en 
parcourant les notes qui accompagnent nia traduction. Dans ces notes 
j'ai fìdèlement reproduit les procédés du geometre arabe, tout en m'ef- 



*) Editici! d'Oxfonl, p. ibi sqq. 

**) Il est vraique, d'après Etitocius, Archimede lui-méme aiirait doDDé une solution 
de ce pioblème qui revient à construire le lemme par la combinaison de la parabole 

x* = y -, avec riiyperbolo equilatere y(c—x) = b.c. Il ne fant pas croire, cependant, 

e 

que le commentaire d'Eutocius sur le Traile de la sphère et du cylindre n*ait pas été connu 
de benne heure aux Arabes. On peut comparer à ce sujet un passage que j'ai extrait d%m 
m-'iuuscrit de la Bibliothèque nationale, pag. 103 ult. On troiive mème dans un autre ma- 
nuscrit de la Bibliothèque nationale (u" 952, 2, Supplénient arabe), écrit à Clitrdz Tan 358 
de i'hégire (comp. page 117, première note), unfragment intitulé de la manière suivante i 
« Traile d*Eutocius (^^y^^j\ ), rendaut compte des solutions, données par les anciens, du 
problème de la détcruiinalion de deux lignes entre deux aulres lignes, de telle sorte que 
ces quatre lignes soient en proportion continue. Traduit par Aboùl Ha^an Thàbìt Ben Korrah. 
Cet ouvrage contient dix-huit Ggures et (les solutions de) onze géomètres, à savoir : Héron 

(jl^l), Philon le Byzantin (^iai^ t \L^) , Apoilonius (^j_^^JL)l), Dioclès 
( wmJÌ3^^), Pappus (/r»^!^)» Sporiìs {iu0y\^j^ sic) , Méneclime ( ^*»^«i-'Lt), 
Kratostliène ( >Jl-.V->»,.L>jl), Platon (^^JsbLsI), Architas ( ^^Js^-à.. I) , Nicomède 

* «,»Xwa*JO sic). » C*est une traduction du commentaire de la 3* proposition du Traile d« 

la sphère etdu cylindre. 

***) Les géomètres arabes désignent généralement ce problème conime celui pose dans la 
quatrième proposition du Traile de la sphère et du cylindre. C'est que le terme arabe, traduit 
par « proposition, > signifie à la lettre « figure, » et que, à compier d'après les figures, celle 
de la 5» proposition n'esl en effet que la 4» du second livre, puisque la 1" proposition de ce 
livre est sans figure. 
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tonami d'òter à ceux-ci ce qu'ils avaient quelquefois de trainant et d'en- 
tortillé. 

Alkbayyàmì commence toujours par rendre homogène Téquation pro- 
posée. On remarquera que c*est pource but qu'il a mìs en téte de lapartie 
de son mémoire qui contient la construction des équations cubiques, deux 
théorèmes auxillaìres. En general , on aura souvent occasion d*admìrer 
l'esprit d'ordre • le genie systématique , qui distinguent notre auteur. 
Outre ces deux lemmes, c'est encore la construction de Téquation x^=:a 
qui sert pour ces transformations relatìves à Thomogénéité, lorsqu'il 
s'agit de substituer un cube au terme connu deTéquation. 

Ensuite Alkbayyàmì détermine , au moyen des coefficients transformés 
de réquation , deux coniques , et arrive , par Tintersection de celles-ci , à 
une égalité de deux solides. ^oit en décomposant ceux-ci , soit en ajou- 
tant ou en retrancbant de part et d*autre des solides communs , il obtient 
enfin Téquation proposée. 

Ramenons maintenant à son expression generale la métbode suivie par 
Alkbayyàmì pour déterminer les deux coniques au moyen des constantes de 
réquation proposée. En formant les équations analytiques des coniques 
qu'il emploie , puis en comparant entre elles ces équations, et en désìgnant 
par x, X, {A, V, ^, (p des quantités qui ne peuvent prendre que les valeurs+i 

ou — 1 (ce qui permettra de poser x.X = -, x* = 1 , etc.) , on trouve que le 
procède du geometre arabe se réduit aux trois systèmes suìvants : 

/ X = • . parabole. 
1. y* +%x^ + X-rx= 1 x=+l .. cercle. 

( X = — 1 . . . hyperbole. 

x^ — l/S.y= . . parabole. 



X* + xbx^ + lax =0 ou a:* + Tubx + la = 0. 

Il, yx —'\/'a.m,^= ... hyperbole. 
y^ + xnix + Xmc = . . . parabole. 



HI 



•AX^ + 'kcx* + a =0 ou a;^ + xÀcj?' 4-xa=o. 
yx + 1 V^ . j; + 9 -p=. = o . . . hyperbole. 



cercie. 
hyperbole. 



XX* 



Oli ar* +xX j j+ |JLC j x^+ * 6 + v -^ ! a;' + 2x^900; + x-r- = 0. 

Le système I sert à la construction des équations 3, 13, 14, 15, lorsqu'on 
pose 

3. x = X= — 1Ò=:1 14. x = — l>=4-t 

13. x=r-fl À == — 1 15. X = — l X = — I 
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Le syKtème II eat employé pour les équations 46 à 48, lorsqu'on fait 

3 ^ 

16. m 3= V^a X = — 1 X = — 1 

3 

17. m = W^ X = + 1 X == — 1 

18. wi = c x = — l ). = -|-l. 

Enfin le système IH correspond aux équations 49 à 25, lorsqu'aux quan- 
tités X, \ fjL, V, 5, 9 on donne les valeurs suivantes : 





19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


X 


+ 1 


— 1 


+ I 


— 1 


— 1 


+ 1 


— 1 


X 


^- \ 


•4- 1 


+ 1 


— 1 


— 1 


— 1 


+ I 


M- 


— 


l — 1 


^ 1 


— 1 


+ 1 


+ 1 


+ • 


V 


— 1 


l + 1 


— 1 


+ t 


— 1 


+ 1 


^ 1 


i 


+ 1 


l — 1 


— 1 


— 1 


— 1 


— 1 


~ 1 


9 




l +1 


— i 


— 1 


— 1 


+ 1 


+ 1 



En divisant Téquation du quatrìème degré qui résulte du système HI par 
a: ± T ) , on la ramène à l'équation cubique proposée 

x^ + pcx^ + abx + Tfl ^ 0, 



puisque 



T a 

a 



x^ + pca:' + abx + ta\ . I^ + ^-tI = 
tal.. ( . . pT ocj . . . . t' a» 



= X>+ |po+-.=|*»+ ]<'b+^-. ^ 



x^ + 'ìzax H — . T = 



Ìa ] ( ac ) • . O' 

oT-j + pcjar^ + CT ft + pry jaJ* + 2Taa?4-<ry, 

où les valeurs à donner aux quantités p, <r, t sont les suivantes : 

19. 20. 21. 22. 23. 24. 25. 

p +! +1 — 1 — 1 +1 — 1 — I 

9 +1 — l +1 — 1 — 1 +1 — 1 

T — 1 +1 +1 — 1 — 1 — 1 +1 

Alkhayyàmi n'a pas remarqué que , dans l'équation generale du troi- 
sième degré , on peut toujours faire disparaitre le second terme , ce qui lui 
aurait épargné Temploi des systèmes II et III (*). 

Àprès avoir esquissé cet exposé general des constructions d'AlkhayyftmI, 
examinons encore quelques détails de sa méthode. 

Observons d'abord qu'Alkhayyàmi, pas plus que Mohammed Ben Moùgà, 
ne tìent aucun compte des racines négatives, ni, à plus forte raison, des 
racinesimaginaires; dès qu'un problème n'admet pas des racines réelles 
et positives, il le déclare « impossible. » Àussi ne trouve-t-on pas dans le 
tableau des équations d'Alkhayyàmi , complet à cela près , ces formes , où 
la somme de tous les termes , formant le premier membre , est égalée à 



*) Dans une notice sur l'algebre d'Alkhayyàmt , insórée au tome XL du Journal de 
M. Creile, j*ai roontré (au §.3 de cette nolice) commentou est trèA-naturellement conduit 
à ces trois systèmes du geometre arabe, en partanl des principes anaiytiques de la constnictlon 
des équations du troisième degré. 
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zèro (*). Les algébristes arabes, qui considèrent tous les éléments d'urie 
équatìon, et notamment aussi l'inconnue, comme des quantités positives, 
ne pouvaient pas avoir l'idée de ces formes. 

Toutefois, il est très-surprenant qu'Alkhayyàmì , en construisant les 
équations du troisième degré , n'ait pas remarqué Texistence des racines 
négatives. Rien, en effet, n'est plus propre à montrer celles-ci pour 
ainsi dire d'une manière palpable, et en méme temps à donner des idées 
justes et nettes sur leur nature , que la construction des équations. C'e^t 
la vicieuse habitude de ne tracer que des demi -cercles, des demi -para- 
boles , et une seule branche des hyperboles , qui a fait manquer au geo- 
metre arabe cette belle découverte. 

Ce défaut de ses constructions a méme une fois empéché notre auteur de 
voir qu'une équation a deux racines positives, dont il ne construit qu'une 
seule (voir la note p. 68). Il tombe dans une autre erreur semblable , mais 
plus regrettable encore , parce qu'elle touche à quelques considérations 
fondamentales sin* la nature des équations cubiques. G'est qu'Alkhayyàmì, 
en construisant Téquation x^ -{' bx=: ex* -f- a , ne trouve qu'une seule 
racine positive, tandis qu'elle en admet trois (voir la note p. 65) (**j. 

Les Arabes savaient déjà quii existait une certaine équation du second 
degré à deux racines (***) ; si donc Alkhayyàmì avait remarqué que pareil- 
lement une équatìon cubìque admettait , en certains cas , trois solutions , 
il est difficile à croire que cette coìncidence entre le degré du problème et 
le nombre des solutions ne Teùt pas frappé et conduit à des réflexions , 
et peut-étre à des découvertes, ultérieures. 

A Texception des deux erreurs dont je viens de parler, Alkhayyàmì dis- 
cute avec une justesse parfaite le nombre des racines positives, ou , si Ton 
veut, le nombre des intersections des deux coniques qui construisent 
réquation, du coté des coordonnées positives, D ne trouve donc quune 
seule solution pour les équations 3, i3, 15, i6, 18, 19, 22, 23, 24, dont le 
terme connu est affecté du signe négatif. Il en trouve deux pour les équa- 
tions 14, 17, 20, 21, 25 (****)? dont le terme connu est affecté du signe po- 
sitif, mais dont les deux racines conjuguées sont ou imaginaires ou posi- 



*) a:+a=0, j;'+a=0, ic'+èj;-J-fl = 0, a:'+a=0, x^+bx-{-a = 0, x^-j-cx^-^a=0, 
x^ + cx^ -|- 6a: + a = 0. — Ces formes sont également uégligées par Cardan, par Viète^ 
et méme par Harriot, bien que celuici fui auteifr de l'iisage d'écrire les équations en forme 
d'une somme algébrique égalée àzèro. Descartes est le premier qui discute ces formes. Voir 
les oeuvres de Descartes publiées par V. Cousin, tom. V, p. 386 à 428, et particulièrement 
pages 389, 399, 404, 405. 

**) lei l'erreur provieni de ce que l'auteur n'a pas bien discutè les intersections du cercle 
et de riiyperbole fig. 28 , i ; car les deux courbes peuvent avoir deux rencontres de plus sur 
les parties de leurs circonfèrences comprises entre A et K. 

***; Diophante ne parie encore que d*une seule racine en ce cas. 

****) Abstraction faite de l'erreur commise dans la construction de cette dernière équation. 
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tives, Pour ces dernières équations, lorsqu'elles n'admettent pas des 
racines positives, il les déclare « impossibles, » et il établit parfaitement le 
critèrium géométrique de la réalitédes deux racines conjuguées, à savoir la 
rencontre en deux points , ou le contact des deux coniques qui construi- 
sent réquation. Àu cas du contact, il n*admet naturellement qu'une 
seule racine^ et ne distingue pas deux racines égales. 

Pour compléter sa théorie, Àlkhayyàmì aurait dù établir encore desrela- 
tions entre les coeflScients de Téquation proposée , correspondant à cette 
limite qui est géométriquement représentée par le contact des deux 
coniques. 

C'est ce qu'il ne fait réellement pas. Mais, approchant de ce but, il dis** 
tingue quelquefois certains cas, et énonce en méme temps que dans Tun ou 
dans Tautre de ces cas le problème est^ ou n'est pas^ ou possible, ou ìm- 
possible. En ramenant les relations, établies de cette manière, à leur ex- 
pression algébrique, on trouve par exemple qu'i] montre pour l'équation 

17 : quetant quella ^f *^ existe nécessairement deux racines posi- 

V- e 
tives ; que lorsque e > l^ ^1' ^'^®^ peuvent exister ou non; et que 

lorsque V^a ^ e, elles ne peuvent pas exister du tout. Pour Téquation 21 : 

que lorsque a*+ b* V^ < I/o . bCy deux racines positives existent né- 

cessairement , tandis que lorsque a -\rb^V^ c> K/'a . he , elles peuvent 
exister ou non. Pour Téquation 24 : que lorsque -r^v^ e, elles n 'existent 

pas (*). Pour réquation 25 : que lorsque r> e, elles peuvent exister ou 

non ; mais que lorsque T ^ ^> elles existent nécessairement (**). 

D'autres géomètres arabes réussirent mieux dans la détermination de 
cette limite^ qui fut tentée seulement par Àlkhayyàmi. Cesi sous ce rap- 
port qu'on ne remarquera peut-étre pas sans intérét les morceaux dont j'ai 
rendu compte dans les additions B et C. J'y ai montré comment un théo- 
rème démontré par Eutocius contenait le germe de ces découvertes , 
et comment, en partant de la simple considération que Texpression 



*) Farce qn'alors la construetion donne seulement la troisième raciue positiTe ; mais 

malheurensement ansai dant le est $ < e, rauteiir (comme je l'ai fait observer ci*<1essus) 

ne découYre que cette troisième racine. 

**) En conséquence de Taiitre erreur mentiounée ci-dessus, Tauteiir ne trouve ici^en 
vérité, quìine seule de ces deux racines positives. 

b 



— XVUJ — 

(a — x) x^ devient un maximum pour a? = -;^ a, les géomètres arabes sont 

parvenus à exprimer, avec justesse et élégance , les limìtes de la solubilité 
dans des problèmes du troisième degré. On trouvera notamment , dans 
raddìtion B, Ténoncé parfait de la relation 46*^ =27a, qui correspond à 
cette limite pour Téquation x^ — ex* + a = 0. 

Quant aux équations du quatrième degré , Alkhayyàmì déclare qu'il est 
impossible de les construire au moyen des méthodes qu'il a développées 
(voir p. 79). Cependant on reconnaitra, en parcourant Tadditìon D, que 
les Arabes ont non-seulement construit des problèmes du quatrième de- 
gré (!•' problème de cette addition] , mais encore qu'ils ont ramené des 
problèmes de ce degré à leur expression algébrique (2^ problème de la 
méme addition); de sorte qu'on peut dire, en tonte rigueur, qu'ils ont 
construit des équations du quatrième degré au moyen de Fintersection de 
deux coniques. 

Enfin, on trouve qu'un célèbre geometre arabe (voir p. 73) a construit 
l'équation binòme du cinquième degré. On peut croire qu'il y employa, 
soit une des courbes supérieures dont les Arabes ont pu puiser la connais- 
sance dans les ouvrages des géomètres grecs , soit un de ces procédés mé- 
caniques dont ces ouvrages of&ent également des exemples. 

Dans la dernière partie de son traité , Alkhayyàmi propose méme encore 
réquation binòme du sixième degré (dont la résolution, en effet, est très- 
facile). En general , cette partie de son algebre doit intéresser surtout au 
point de vue bistorique , et comme montrant cet esprit de système dont 
le travail tout entier d'Alkhayyàmì porte le cachet. 

Je veux parler de la discussion des équations à termes fractionnaìres ^ 
dont les dénominateurs sont des puissances de Tinconnue. L'auteur ra- 
méne ces équations à ses vingt-cinq équations primitives : les unes , en 
substituant à l'inconnue une nouvelle inconnue qui est la valeur réciproque 
de la prenaière ^ les autres , en multipliant l'équation proposée par une puis- 
sance de l'inconnue. 

Pour compléter un ensemble de données concemant les travaux des 
Arabes sur les problèmes qui dépendent de Tintersection de deux coni- 
ques, j'ai ajouté(*), aux morceaux dont Je viens de rendre compte, 
Textrait d'un traité arabe de la trisection de l'angle. On sait que les deux 
problèmes de la duplication du cube et de la trisection de l'angle sont 
étroitement liés l'un à l'autre , et que , depuis Platon jusqu'à Viète , ils 
n'ont pas cesse d'exercer le genie des géomètres. J'ai essayé de mon- 
trer , dans les morceaux précédents, les développements importants qu'a- 
vait recus, chez les Arabes, le premier de ces deux problèmes. J'espère 



*; Voir addition E. 
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donc qu'on accorderà peut-étre aussi quelque intérét aux solutions qu*ils 
ont données du second. 

Je Tespère d*autant plus, que ce petit traile réunit, d'une manière 
singulière, plusieurs noms des plus célèbres qui ont illustre l'astronomie 
etles mathématiques orientales, tels que ceux d'Alqoùhì, d'Albiroùni, 
deThàbit Ben Korrah. Pour nepas trop dépasser les limites prescrites à la 
publication présente , et pour rendre compte, en moins de dix pages, de 
ce qui en occupe trente-six dans le manuscrit arabe, j'ai été obligé de 
supprimer, dans cet extrait, tout ce qui n'étaitpas essentiel, toutceà 
quoi le lecteur peut facilement suppléer lui-méme. 

On verrà encore, dans les deux demières sectionsde TadditionE, que les 
Àrabes ont ramené la construction de Tennéagone inscrit au cercle à une 
équation cubique ; et qu*ils ont construit le coté de Theptagone inscrit au 
cercle au moyen de Tintersection de deux coniques. 

En comparant entre eux les traités de Mohammed Ben MoùQà et de 
Behà Eddìn, Colebrooke était arrivé à la conclusion (Algebra of the Hìn- 
dus. Dissertation, p. lxxix), que l'algebre était restée à peu près station- 
naire entre les mains des musulmans. Ne serait-on pas également fonde à 
mettre en doute les découvertes d'Apollonius , d'Archimede, de Diophante, 
parce que ni JesÉléments d'Euclide, ni les ccNoces delaphilologie et de Mer- 
cure x> deMarcianus Gapella, ne nous font connaitre les plus beaux monu- 
ments qu'ait laissés la geometrie grecque? 

Non , les mathématiques ne sont pas restées stationnaires en Orient de- 
puis Mohammed Ben Moùgà jusqu'à Behà Eddin ; elles ont pris , à une 
epoque intermédiaire, un essor et un développement dignes. d'une véri- 
table admiration. Les morceaux qui fontl'objet de la publication présente 
sont choisis parmi les travaux de cette epoque, et je m'estimerais heureux 
si on trouvait que leur contenu justifie réellement le jugement que je viens 
d'émettre. 

Paris, le lOjnillet 1851. 
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MÉMOIRE 



DU SÀGB BXGBLLSm 

m\kìiì eddìn aboùl fath omar ben ibbahìn 

alkhayyìmI de nìghIboOr 

(que Diea sanctifie son àme précieuse 1 ) 
SUR LES DfilfONStkATIONS 

DES PROBLÉHES DE LAL6ÉBRE. 



Ali nom de Dieu clément et mìséricordieux ! 

Louange au Dieu , seigneur des mondes, une 6n heureuse 
à ceux qui le craignent, et point d'inimitìé , si ce n'est contre 
les injustes. Que la bénédiction divine repose sur les prophètes, 
et particulièrem^nt sur Mohammed et toute sa sainte famille. 

Une des théories mathématìques dont on a besoiordans la 
partie des sciences philosophiques connue sous le nom des 
sciences mathématìques (^)y c'est l'art de l'algebre , lequel a 
pour but la détermination des inconnues , soit numériques, 
soit géométriques. Il se rencontre dans cette science des pro- 
blèmes, dépendant de certaines espèces très-difficiles de théo- 



*) Voici un passage tire d'un inanuscrit inódit de la Bibliothèque natioDale, intitulé « Me- 
moires des ikhw&n Al^à », recueil encyclopédique, compose d'une suite de traités dont les 
premìers ont pour objet les sciences mathématìques : « Les sciences philosophiques se divi- 
sent en quatre espèces : l" les sciences mathématìques, 2*" les sciences logiques, 3" les scien- 
ces physiques , 4* les sciences métapbysiqu^. Les sciences mathématìques à leur tour se di- 
▼ìsent en quatre parties : 1° rarithmétiquey 2° la geometrie, 3<* rastronomie» 4° la musique.» 
— Voyez anssi Hadji Khalfa , éd# deFluegel, voi. l , introd., cap. i, sect. 4, « de divisioni- 
bus doctrinarum », et particulièrement p. 29-30 et p. 34, puisvol. Ili, p. 522. 

1 
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rèmes préliminaires, dans la solution clesqiieis oiit échoué la 
plupart (le ceux qui s'en sont occupés. Quant aux ancìens , 
il ne nous est pas parvenu d'eux d'ouvrage qui en traite ; peut- 
étre, aprés en avoir cherché la solution et après les avoJr étu- 
diés,n' en avaient-ils paspénétrélesdifficuhés; cu peut-étre leurs 
recherches n'en exigeaient pas Fexamen ; ou enfin leurs ou- 
vrages à ce sujet, s'il y en a, ri'ont pas été traduits dans notre 
langue. Quant aux modernes, e'est Almàhàni {*) qui parnii 
eux con^ut l'idée de résoudre algébriquement le théorème 
anxiliaire employé pdr Ar^rhiraède dans la quatrième propo- 
sition du second lìvre de son traité de la sphère et du cylindre; 
or il fut conduit à une équation renfermant des cubes, des 
carrés et des nonìbres , qu'il ne réussit pas à résoudre , après 
en avoir fait l'objet d'une longue méditation (**). On déclara 
donc que cette résolution était impossible, jusqu'à ce que 



*) « Mohainmed Ben I^ Abot)r AbdaHah Almàh&Dt; au nombre des safant» qui ont eul- 
tivé l'arithmétique et la geometrie ; d*une force de géoie célèbre entre tous les savants qui se 
sont occupés de ces matières. Il vécut à Bagdad, et a compose des onvrages sur ceUe partie 
des seienoes. Rous en citons : le traité des latitudes des étoiles, — le traité du rapport, ~ le 
traité intitulé Sur les vingt-six propositions da (premier) livre (des éléments) d'Euclide, 
dans la démonsfration desqueiles on n'a pas besoin de la suppositioD du contraire. » Je tra- 
duis ceci du MS. du Tdrikh al ffoqamd que possedè la Bibiiothèque nationale, et qui est 
conforme dans ce passage au texte publlé par Casiri (voi. I, p. 431). Au lieu de tPjj^ « 1a- 
fitudeSy » le Ms. da Fthrist de la méme biM. porte tpjj^» 1^ ^^- ^^ Fihrist de la bibl. de 

Leyde ij»j^^ (l/'A^ ?). Cedemier Ifs., au Ueo de !Lm«J) ^ « du rapport » T^J, porte 

&;> ^ntÓ t ,3 « de la slmilitude ». Ut Arabts se soni occupés sortoot aassi de la compositìon 

des rapports Vy^Mi^lt n--À^I^' ; voir ^ ^ ^^ Chasles , Aperta historique, etc. , note vi. 
Quant au troisième ou?rage cité, le Ma. parisien du Fihrist porte y^^* DLftil ^^ et 

puis ^ila?^l ^\ L^ *J* i3 •.Lxari'4 jJI. Voici les Tingt-six propositions 

doDt il s'agit : 5, 8, 9, 13, 15-18, 20, 21, 24, 28, 30, 32-38, 41-44, 47, 48. Casiri n'a pascom- 
pris le sens de ce demier passage. l'obserre enoore que phisieors mathématiciens arabes ont 
écrit sur l'arrangement systématiqae des Éléments d'Eoclide; j'ai rencontré dans les Mss. de 
la bibl. de Leyde deax mémoires de ce genre. -^ Yoir eneore , au sujet d*AImàhftnt , Notéces 
et Extraits des manusctits, etc., t. Y!!, p. 58, 80, 102-112, 104. D*fferbelot, Bibl. orient., 
Paris, 1697, fol., p. 524, col. b, p. 532, col. a. 
**) voir ci-dessons la discnssion de Téquatlon n*" 17, et les additions A et B . 
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parùt(*) AboùDjafar Alkhàzin (**), qui résolut Téquation a 
Faide des sections coniques. Après lui tous les géomètres 
avaient besoin d'un certain nombre des espèces des susdits 
théorèmes (***), et l'un en résolut une, et l'autreune autre. Mais 
aucun d'eux n'a rien émis sur l'énumération de ces espèces, 
ni sur i'exposition des cas de chaque espèce , ni sur leurs de- 
monstrations , si ce n'est relativement à deux espèces , que je 
ne manquerai pas de faire remarquer (****). Moi, au contraire, 
je n'ai jamais cesse de désirer vivement de £iire connaitre avec 
exactitude toutes ces espèces, ainsi que de distìnguer parmi 
les cas de chaque espèce les possibles d'avec les impossibles, en 
me fondant sur des démonstrations; car je savais combien est 
urgent le besoin de ces théorèmes dans les dìfficultés des 
problèmes. Toutefois je ne pouvais pas m'appliquer d'une 
manière suivie à la composition d'un semblable exposé , 
ni lui VQuer une méditation perseverante, empéché que 
j'en étais par les désastres survenus. Nous avons été témoin 
du dépérissement des hommes de la science, réduits mainte- 
nant à une mince troupe, dont le nombre est aussi petit que 
ses afflictions sont grandes, et k laquelle les rigueurs de la 



*) La le^on sbJ est confirmée en effet par la citation que Stu^ji Khalfa fait de ce pas- 
sage (od. de Fluegel, tom. li, p. ó84); mais la le^n aJ que je doìs à l*avis bienveillant de 

M. Reinaud m*a paru tellement préférable, que je. n'ai pas hésité à la rece? oir dans le texte. 
**) « Aboù Djafar AlkbAzin , dont ce snrnom est plus connu que son véritable nom, Per- 
san d'origine , verse dans le calcul , la geometrie et la tbéorie des moutements planótaires , 
liabile à la fois dans la construction des instruments astronomiques et dans leur emploi, re- 
nommé pour oetle partie des scìences dans son tempi. Nous citons de ses écrits : la table des 
Sanbas, l'onvrage le plus célèbre et le plus complet qui existe sur cette matiòre ; ^ le traité 
des problèmes arithmétiques. » lei encore Castri s'est trompé en traduisant : liber Tabula- 
rum Latitudinum. Les Saflbas forment une partie de l'aslrolabe des astronomes arabes ; on 
trouve à ce siijet d'amples détails dans Texcellent mémoire de M. Sédillot sur les iustrum. 
astron. des Arabes, p. 154-162 et 185*191. — Outre les ouvrages mentionnés ci-dessus, la bi* 
bliothèque de Leyde possedè un commentaire da dixième livre des Éléments d'Euclide, par 
Aboù Djafar AlkbAzin. 

*) A saToir, des équations cubiques. 
ì Voir p. t i et 12, et les discusstons des équations n» 17 et n^ 21 . 

f. 
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fortune ont impose Tobligation cominune de s*adonner, taiit 
qu'elles durent, au perfectionnement et k l'exploration d*une 
3 seule scieiice. Mais la plupart de ceux qui par le temps actuel 
ont l'air de savants, déguisent la vérité par le mensonge, ne 
dépassent pas les limites de l'imposture et de Tostentation 
savante y et ne font servir la quantité de savoìr qu'ils possèdent 
qu'à des buts matériels et vils. Et s'ils rencontrent un homme 
distingue (*) par la recherche de la vérité et l'amour de la 
véracité , s'effor^ant de rejeter la vanite et le mensonge^ et d'a- 
bandonner Tostentation et la tromperie, ils en font Tobjet de 
leurs mépris et de leurs railleries. C'est Dieu que nous implo- 
rons en tout état^ c'est lui qui est notre refuge. 

Dieu m^à gratifié de Tintìmité de son excellence notre glo- 
rieux et incomparable seigneur , le grand juge, l'imam, le sei- 
gneur AboùTàhir, que Dieu prolongeson élévation et confonde 
ceux qui nourrissent contre lui de l'envie ou de l'inimitié! — 
lorsque j'avais désespéré déjà de jamais roncontrer un homme 
possédant aussi complétement toutes les pcrfections pratiques 
et théoriqueSy toutes, depuis la pénétration profonde dans les 
sciencesjusqu'à la fermetéinébranlabledans sesactìons et dans 
ses efforts de faire du bien à chacun de ses frères mortels. Sa 
présence dilate ma poìtrìne, sa société rehausse ma gioire; ma 
cause granditen empruntant de la lumière à sa splendeur, et 
ma force est augmentée par sa munificence et par ses bien- 
faits. Je me sen tìs donc obligé de renouer le fil de ces recherches 
que m'avaient fait perdre les vicissitudes de la fortune, et de 
choisir parmi ce que j'ai approfondi en fait de la moelle des 
théories philosophiques avec quoi je puisse approcher de son 
siége sublime. C'est ainsi que j'ai commencé à énumérer ces 

*) La ponctuatioD donnée dans le teste est celle du Ms. B. Dans les deux autret roanus- 
crits le mot n'est pas ponctué du tout. Peut-ètre ? aadrait-l> mieux lire moannayan « qui 
se fatigue à recliercher, etc. ; » ce qui s'accorderait sortoot a? ec le moudjtaìUdan suivant. 
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espèces de théorèines algébriques, vu que les sciences mathé- 
matiques sont les plus dìgnes de la préférence. Et je saìsis la 
corde du concours divin, espérant que Dieu m'assiste à pour- 
suivre ce but, eii indiquant avec exactitude jusqu'oùs'étendent 
mes recherches et jusqu'où celles de mes prédécesseurs , daiis 
ces parties des sciences nobles entre toutes les aulres. J'appuie 
ma main sur Tanse solide de la protection du Très-Haut. C'est 
lui qui est le seigneur de Texaucement, et c^est sur lui que 
repose notre confiance en tout état. 

Avec l'assistance de Dieu et avec son concours précieux, je 
dis : L'algebre est un art scientifique. Son objet, ce sont le 
nombre absolu et les grandeurs mesurables , étant inconnus, 
maìsrapportésà quelque chose de connu de manière a pouvoir 
étre déterminés ; cette chose connueestunequanlitéou unrap- 
port individuellement determinò, ainsi qu'on le reconnait en les 
examinant attentiveraent(*); ce qu'on cherche dans cet art^ ce 
sont les relations qui joignent les données des problèmes à 
(l'inconnue ) , qui de la manière susdite forme l'objet de l'al- 
gebre (**). La perfection de cet art consiste dans la connais- 



*) Ou bien : • Et od arrìve à cette chose connue en analysant l'énoncé du problèma. » En 
effet, lesdoDDées du problème, c'est^à-dire les coefficients de J*équation algébrìqne à laqiielle 
on le ramène, ne sont presqne toujours indiquées dans ies énoncés quandi rectement. 

**) On peut comprendre ce passage de différentes manières, tant à cause des pronoms suf- 
flxes féminins qu'on peut rapporter soit à cindahf soit à awdridou, qu*à cause du mot 
maoudoUon employé deux fois de suite dans deux sens difrérenis ; enfin à cause du mot 
awdridou , qui proprement signifie « les accidente », par opposition à maoudoUon , « la 
substance » ; de sorte quMl faudrait traduìre : « Ce sont les atlributs qui joignent ieur sujet à 
ce qui de la manière susdite forme Tobjet de l'algebre », ou « à ce qui ... constilue les don- 
nées du problème « ; car on trouve anssi le mot maoudoilon employé dans ce dernier sens » 
esprìme ordinairement par le mot mafroUdon. Le sens du passage reste cependant toujours 
essentiellement le méme, c'est-à-dire que Tauteur veut parler des relations algébriques qui 
existent entre lesdonnées et l'inconnue, et que l%lgébriste a àétablir.— La définition donnée 
par Tauteur, et qui , gràce surtout anx pronoms sufiixeSy ne se distingue pas par la clarté, a 
cela de remarquable, qu'elle u'a plus du tout égard aux deux opérations préliminaires dout se 
compose le noni arabe de l'algebre, et qui en efTt-t ne constiliient que la résolution des èqua- 
tions du premier degré. C'est un indice d'un état avance de la science , d'un point de vue 
plus é\eié, parfaitement en harmonie avec la manière supérieure dont l'autenr dans la suite 
traite son sujet.*- Voir, pour d'autres définitions arabes de Talgèbre, Hadji Khalfa, ed. de 
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raison les degrés supérieurs (*). Et si l'oii dit que le carré- 
carré fait partie des grandeurs mesurables , cela se dit par rap- 
port à sa valeur réciproque employée dans les problèmes de 
mesure (**), et non pas parce que les quantìtés carré-carrées 
elles-mémessoient mesurables, ce qui constitue unedìfférence. 
Le carré-carré ne fait donc partie des grandeurs mesurables ni 
essentiellement ni accidentellement ; et on ne peut le comparer 
au pair et à l'impair qui en font partie accidentellement, par 
rapport au nombre au moyen duquel la continui té des gran- 
deurs mesurables est représentée comme discontinue. 

Ce qu'on trouve dans les ouvrages des algébristes, relatiye- 
ment à ces quatre quantités géométriques, entre lesquelles se 
forment les équations, a savoir : nombres absolus, còtés, carrés 
et cubes, ce sont trois équations renfermaut le nombre, des 
cótés et des carrés (***). Nous allons, au contraire, proposer 
des méthodes au moyen desquelles on pourra déterminer l'in- 
connue dans l'équation renfermant les quatre degrés dont 
nous venons de dire que ce sont eux exclusivement qui peu- 
vent faire partie des grandeurs mesurables, a savoir : le nom- 
bre, la chose, le carré et le cube. 

Les espèces d'équations dont la démonstration (****) dépend 
des propriétés du cercle, c'est-à-dire des deux ouvrages d'Eu- 
clide sur les Élcments et sur les Données, se démontrent bien 
facilement. Pour celles qu'on ne peut démontrer qu'à l'aide 

*) n 8uffit de rappeler que c'est Descartes qui a répondu viclorieusement à celle argu- 
meDtation, aDìversellement adoptée avaut lui. 

**) Il est facile dMoaginer un semblabie problèroe. Supposoas, par exemple, qo'il soit ques- 
tion d'une sphère dont le Tolume soit à Tunité de Tolume comme une ligne donnée a à son 

rayon ; en désignant ce rayon par r, on aura 77 =^ "T ' 

*♦*) a^ + bx = a, x^ + a=^bx, x^ = a + bx. L'autenr, voulanl parler ici d» 
progrès qu'il a fait faire à l'algebre, fait abstraction en cel endroit des trois formes a = x, 
a K=: x^, bx =: x^f qui se liouvaient aussi dans les ouvrages deses prédécesseurs, comme 
de problèmes tout à fait inférieurs. 

****) c'est-à-dire la démonslration des proc^dés qui constituest leur résolutioo. 
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des propriétés des sectìons coniques^ il &ut s'en rapporter a 
ce qui est contenu dans les deux (premiers) livres des Co- 
niques. Lorsque robjet du problème est un nombre absolu (*), 
ni moi, ni aucun des savants qui se sont occupés d'algebre, 
n'avons réussi à trouver la démonstratian de ces équa- 
tions (et peut-étre un autre qui nous succèderà comblera-t-il 
cette lacune), que lorsqu'elles renferment seulement les trois 
premiers degrés, à savoir : le nombre, la cbose et le carré. 
Pour ces espèces, dont la démonstration s'effectue au moyen 
de l'ouvrage d'Euclide, j'en indiquerai la démonstration nu- 
mérique (**). Et sachez que la démonstration géométrique de 
ces procédés ne rend pas superflue leur démonstration nume- 
rique, lorsque l'objet du problème est un nombre, et non pas 
une grandeur raesurable. Aussi voyez-vous bien qu'Euclide, 
après avoir démontrè certains thèorèmes relatifs à la propor- 
tionnalité des quantités gèométriques, dans le cinquième livre 
de son ouvrage, donne derechef la démonstration exacte- 
ment des mémes thèorèmes de proportionnalitè, lorsque leur 
objet est un nombre, dans le septième livre (***). 

Les équations ayant lieu entre ces quatre degrés sont, ou 
simples, ou composèes. Des équations simples, il y a six es- 
pèces (****) : 

1° Un nombre est égal à une racine; 
2** Un nombre est égal à un carré; 
3° Un nombre est égal à un cube; 

*) C'est-à-dire lorsqii'il s'agit de satisfaire à l'équation proposée par un nombre entìer. 
Voyez la préface. 

**) Il faut toiijoiirs entendre : la démonstration de la résolution lorsqu'il s*agìt de satis- 
faire à réqiiation par un nombre entier. Je ne répélerai plus cette remarque dans la suite. 

***) Voir EucL, Élém. VII, prop. 4-22. 

****)!» a = x; 2^ a = x^; 3® a = x^; 
4» bx = x^; 5" bx = x^; 6« cx^ = x^. 
J'cchange ici les numéros 5 et 6 Tun contre Tautre; c'est l'ordre suivi plus tard par Tauteur 
lorsqu'il discute ces équations une à une. 
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4^ Des racìnes sont égales a un carré; 

5^ Des carrés sont égaux k un cube; 

6^ Des racines sont égales à un cube. 

Trois de ces espèces se trouvent mentìonnées dans les trai* 
tés des algébrìstes(^). Ils disent : La chose est au carré comnie 
le carré au cube; il 6uit donc nécessairenient que Tégalìté 
elitre le carré et le cube soit equivalente a celle entre la cfaose 
et le carré (**)^ et de méme le nombre est au carré comme la 
racine au cube (***) ; mais ils n'avaient ipas démontré cela gèo- 
métriquemeiit. Quant au nombre qui est égal au cube, il n'y 
a de moyen, pour trouver le coté de ce dernier, que par la 
connaissance préalable de la suite des nombres cubiques {****) 
lorsque le problème est numérìque; lorsqu'il est géométrique, 
il n'est résoluble que par les sections coniques. 

Les équations composées sont enpartìe trinomes, en partie 
quadrinomes. Les espèces des équations trinomes sont au 
nombre de douze. Les trois premières sont (*♦***) : 

1^ Un carré et des racines sont égaux à un nombre; 

2^ Un carré et un nombre sont égaux à des racines; 

3^ Des racines et un nombre sont égaux à un carré. 

Ces trois espèces se trouvent mentionnées dans les traités 
des algébristes^ et y sont démontrées géométriquement, mais 
pas numériquement. 



*) A savoir, les numéros 1, 2, 4. 

**) X : X* = x"* : x^ «Ione ax^ = x^ lorsque ax = x^ . 

***) a : x^ = ax : x^ (donc ax = x^ lorsque a = x*). 

**^ Le mot « istikrd » désigne proprement raction d'aller de place en place ; ensuite il 
indique un jugement par induction, fonde sur la connaissance des cas paiticnliers qu'on ob- 
tient en les parcourant Tun après Tautre (Voir Notices et Extraits, tome X, p. 42). En par- 
tant toujours de cette signification fondamentale bien établie , il fandra rendre ce terme de 
différentes manières, selon les circonstances. Yoir p. 8 uU. sqq., p. 10, lìg. 2 , p. 33 passim, 
p. 48, lig. 5 du texte arabe , — et addilion C , à peu près à la fin , où il est question du cas 
£'_ 2 

*****) T x^ + bx .= a; 8« a:' + a = bx; 9^ bx + a = x'. 
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Les trois espèces suivantes sont (*) : 

1^ Un cube et des carrés sont égaux à des racines; 

2^ Un cube et des racines sont égaux à des carrés; 

3® Des racines et des carrés sont égaux à un cube. 

Les algébristes disent que ces trois secondes espèces sont 
proporlionnelles aux trois premìères, chacune à sa corrcspon- 
dante, c'est-à-dire que l'équation : « un cube et des racines 
sont égaux à des carrés d est equivalente à celle-ci : te un carré 
et un nombre sont égaux à des racines (**), » et de méme rela- 
tivement aux deux autres. Mais ils ne i'avaient pas démontré, 
lorsque les objets des problèmes sont des quantités mesuta- 
bles. Pour le cas où l'objet des problèmes est un nombre, c'est 
une conséquence immediate du traité des Éléments (***). Or, 
j'en démontrerai aussi le cas géométrique. 

Les six espèces qui restent des douze , ce sont (**♦*) : 

I® Un cube et des racines sont égaux à un nombre; 

n^ Un cube et un nombre sont égaux à des racines ; 

3^ Un nombre et des racines sont égaux a un cube; 

4^ Un cube et des carrés sont égaux à un nombre ; 

5^ Un cube et un nombre sont égaux à des carrés; 

6^ Un nombre et des carrés sont égaux à un cube. 

De ces six espèces rien n'a paru dans les traités d'algebre, 
excepté la discussion isolée d'une d'entre elles (*****). Moi, je les 8 
discuterai et les démontrerai géométrìquement, pas numéri- 
quement. La démonstration de ces six espèces n'est possible 
qu'au moyen des propriétés des sections coniques. 



*) !©• «'+«?* = bx; !!• «* + to s= ex*; 12» cflp* + d* = »'; 
*•) x^ + bx =z e**, divise par a?, donne a;' + ò == ca?. 

***) Yn la proportìonnaiité qui a lieu entre ces éqnations et les trois précédentes. Yoir 
page 6, alt. 
****) 13* x^ '{' bx = a; 14* x^ + a = bx; 16* bx + a =^ «*. 
16* «» + c«* = o; !?• x^ + a == cx^; 18* est' + o = x*, 
*****) Voir la discussion de Téquation n* 17. 
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Quant aux équations coraposées quadrinoraes, il y en a 
deux classes : premièrement, celies dans lesqueiles trois degrés 
sont égalés à un degré. Ce sont quatre espèces(*) : 

1^ Un cube, des carrés et des racines sont égaux à un 
nombre ; 

2^ Un cube, des carrés et un nombre sont égaux a des 
racines; 

3° Un cube, des racines et un nombre sont égaux à des 
carrés ; 

4^ Un cube est égal à des racines, des carrés et un nombre. 

La seconde classe comprend celies dans lesqueiles deux de- 
grés sont égalés à deux degrés. 11 y en a trois espèces(**) : 

I® Un cube et des carrés sont égaux a des racines et un 
nombre; 

a® Un cube et des racines sont égaux à des carrés et un 
nombre ; 

3° Un cube et un nombre sont égaux a des racines et des 
carrés. 

Ce sont là les sept espèces quadrinomes : aucune desquelles 
nous n'avons réussi à résoudre que géométriquement. Un de 
nos prédécesseurs avait besoin d'un cas particulier d'une de 
ces espèces, que je ne manquerai pas de faire remarquer (***). 
La démonstration de ces espèces ne peut étre effectuée qu'à 
Faide des propriétés des sections coniques. 

Maintenant je vais discuter et démontrer, une à une, toutes 
ces vingt-cinq espèces; et j'implore l'assistance de Dieu : qui- 
conque se confie sincèrement à lui, Dieu le dirige et lui suffit. 

Première espèce des équations simples. « Une racine est 



*) 19® a;^ + cjj* + ft^ = a; 20® a;» + ca;* + a = &a: ; 
21® x^-\-hx +0 = coc'^\ 22® cx^ + bx +« = «*; 
**) n^ x'^ + cx^ = bx + a; 24® a;' +6a? = ca;' + a; 25® a;' + a =■ ex' + 6up. 
***) Voir la discussion de Téquation u" 21. 
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ECALE A UN NOMBRE (*). p DoDC, la racinc est nécessairement 
connue; ce qui va également pour le nombre et pour les quan- 
ti tés géométriques. 

Seconde espèce. « Uw nombre est égal a un cartrié (**). » 
Le carré numérique sera donc connu, étant égal au nombre 
connu; sa racine ne peut étre trouvée numériquement que 
par la connaissance prcalable de la suite des nombres carrés : 
car ce n'est que de cette manière qu'on sait, par exemple, que 9 
la racine de vingt-cinq est cinq, et non pas par un procède 
algébrique. Nous n'aurons, à ce sujet, aucun égard à ce qu'en 
disent ceux, parmi les algébrìstes^ qui sont d'un avis différent. 
Les Indiens possèdent des méthodes pour trouver les cótés 
des carrès et des cubes (***), fondées sur une telle connais- 
sance d'une suite de nombres peu étendue, c'est-à-dire sur la 
connaissance des carrés des neuf chiffres, a savoir, du carré de 
un, de deux, de trois, etc, ainsi que des produits formès en 
les multipliant l'un par l'autre, à savoir, du produit de deux 
en trois, etc. J'ai compose un ouvrage sur la démonstration 
de l'exactitude de ces méthodes, et j'ai prouvé qu'elles con- 
duisent en effet à l'objet cherché. J'en ai, en outre, aug- 
menté les espèces, c'est-à-dire que j'ai enseigné à trouver les 
cótés du carré-carré, du quadrato-cube, du cubo-cube, etc, 
a une étendue quelconque, ce qu'on n'avait pas fait précédem- 
ment. Les démonstrations que j'ai données à cette occasion 
ne sont que des démonstrations arithmétiques (****), fondées 
sur les parties arithmétiques des Éléments d'Euclide (*****). 



*) I, a = X. 

**) 11, a = a;'; a: = \/a, 

***) c'est-à-dire : pour TextractioD des racines carrées et cubiques. — Ce que l'auteur dit 
des méthodes indiennes s*accorde avec ce que noDS en savons par l'ouvrage de Colebrooke. 

****) Quant à la restriction exprimée par Tauteur, il faiit l'entendre ainsi : « Je n'en ai pas 
donne en mème temps des démonstrations géométriques. » 

*****) Ce que Tauteur dit lei de son ou?rage sur les démonstrations mathématiques de l'ex- 
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La démonstration géométrique de la seconde espèce est la 
suivante {*). Supposons que la lìgne AB (fig. i) soit donnée et 
égale aii nombre donne, et que AC soit égale à l'unite et 
perpendiculaire à AB. Complétons le rectangle AD. Il est 
connu alors que la niesure du rectangle AD est ce nombre 
donne. Nous construisons ensuite un carré égal au rectangle 
AD, lequel soit le carré £, ainsi qu'il a été expliqué par Eu* 
elide dans la quatorzième propositiou du second livre de son 
ouvrage. Le carré £ sera donc égal au nombre donne et connu^ 
et son coté sera pareillement connu, vu la démonstration 
donnée par Euclide. Mais c'est ce qu'il s'agissait d'obtenir. 

Toutes les fois que nous dirons dans ce Traité : ce un nombre 
est égal à un rectangle », nous ehtendrons par le nombre 
un quadrilatere à angles droits, dont l'un des cótés est l'unite, 
et le second une ligne égale en mesure au nombre donne, en 
sorte que chacune des parties de sa mesure soit égale au se- 
cond coté, c'est*à-dire à celui qui a été pris pour unite. 
10 Troisième espèce. a Un itombre est égal ▲ uw cube (**). » 
Si l'objet du problème est un nombre, le cube sera donc 
connu; et il n'y a d'autre moyen pour en trouver le coté, que 

traction des raemes des degréi siipérieurs quelconqaes me semble étre d'ane importance plus 
que mediocre pour rhistoire des matliématiques chez les Arabes. On sait qu'après la renais- 
sance des lettres, ce furent SHfel et Viète qui abordèrent ce sujet (f oyez Franàsci Vietx 
opera mattiematica in unum volamen congesta, ed. Fr. a Schooten ; Lngduni Batavorum , 
1646, fol., p. 163 sqq., de numerosa potestatum purarum resolutione). Je fais observer que 
IVttraction de la racine d'un degré qnelconque dépend de la formule 

+m(a+ft)'»-»c+ma(a+6)'«-«kr»-|-m5(a+ft)»»--*c»+...H-cw+ 
+ 



=(a+6-|-c+rf4--..+p-|-Q')»», en désignant par w», ms etc, les coeffìcìents binomìaux. 
Comparer à ce sujet une notice bistorique qui se trouve dans les Nouvelles annales de 
mathématiques réd. par MM. Terquem et Gerono, lom. V, pag. 491 sqq. — Le mot arabe 
istiksdtoun est une corruption de <rcoixsitt* 

*) a;' = a = o . i == \b . AC = carré E, donc le coté de E = x. 

3 _ 

**) III, a = x^\ X = V/a. 
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la conriflissance préalable eie la suite des nombres cubes, ce 
qui va égaleraent pour toutes les puìssauces numériques, telles 
que carré-carré, qtiadrato-ciibe, cubo-cube, ainsi qiie nous 
Tavons clit dès Tàbord. 

Quant à la démonstralion géométrique (*) , nous supposons 
que le carré AD (fig. a) soit le carré de riinité, c*est-à-dire 
que AB soit égal à BD, et que chacun de ces deux cótés soit 
suppose égal à Tunité. Pnis, nous élevons sur le pian AD, au 
point B, une perpendiculaire BC, en la faisant égnle au nombre 
donne 9 ainsi qu'il a été exposé par Euclide dans le onzième 
livre de son ouvrage (**). Complétons le solide ABCDEZH. Il 
est conno que la mesure de ce solide doit étre égale au nombre 
donne. Puis nous construisons un cube égal à ce solide. 
Mais la construction de ce cube ne s'effectue qu'au moyen 
des propriétés des sections coniques. Nous la différons donc 
jusqu à ce que nous ayons donne des théorèmes préliminaires 
qui se rapportent a ces propriétés. 

Toutes les fois que nous dirons : « un nombre est égal à un 
solide», nous entendrons ici par le nombre un solide à cótés 
parallèles et à angles droits, ayant pour base le carré de 
l'unite, et dont la bauteur est égale au nombre donne. 

Qualrième espèce. a Uor carré est égal a cinq de ses 
RACiNES (***). » Alors le nombre des racines est la racine du 
carré. La démonstration arithmétique consiste en ce que la 
racine multipliée par elle-méme produit le carré, et que la 
méme racine multipliée par cinq produit également le carré : 
elle est donò égale a cinq. La démonstration géométrique 



*) x^=^a = a . 1 . 1=:BC . AB . BD. 
"•*) Elemento, XI, 12 

Dénwnstr. x.x=^x^, b.x = x^; donc x.x^=b^x ou x^=b. 
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est anaiogue à cela; on suppose un carré égal à cinq de ses 
còtés. 

Cinquième espèce. « Des choses sost égales a U9 ccbe(*). » 
Si le problèine est numérìque , il est évident que cette espèce 
est equivalente a celle-ci : « un nooibre est égal à un carré. » 
I'm ininpli i^lll'MH hhmiii sont égales à un cube», est la 
méme chose que si Fon disait : « quatre en nonibre est égal à 
un carré,» vu Texisteuce de la proportionnalité mentionnée 
ci-dessus (**). 

Quant à la démonstratìou géométrìque(**^), nous supposons 
un cube ABCDE (6g. 3) dont la mesure soit ^ale à quatre de 
1 1 ses còtés, et dont le coté soit AB. Alors son coté AB, multipUé 
par quatre, produira le cube ABCDE, et en méme temps son 
coté, multiplié par son carré, c'est-à-dire par le carré AC, prò- 
duit le cube; donc le carré AC est égal à quatre. 

Sixième espèce. «Des carrés sojjt egaux a uk cube (****)- » 
Cela équivaut à : « un nombre est égal a une racine. » 

La démonstratjon arithmétique consiste en ce que le nombre 
est à la racine comme des carrés sont au cube, ainsi que cela 
se trouve expliqué dans le huitième livre des Éléments (*****). 

' *) T, to=rr* éqoìfantà 6 = x*. 

*^ Toìrpage 10. ^Tai dft conserrer, id et dans b soìle, rexprosioD «en nooibre», 
poor miein rendre le leos do texte orìgmal. Toir la prélace. 

*^ 4. AB = AB = cube ABCDE 

(carré AC) . AB^ (carré AC) . BD = cabe ABCDE, 

donc 4 . AB = (carré AC) . AB cu 4=rcarréAC = AB. 
****) ▼! , ex' = X* équivant à e = x. 

D^moiiifr. e: x = cx' :x% donc <»'=jp* dè8qoec=x. 
**^*) je ne saurais assigner auciuie propoùtion da bnitiènie lirre qne Taateor eàt ici pn 

aToir en Tue. Cela m'a fait penser qoe peot-èlre le texte portait orìginaireiDent b ^ 
^y^^ ^ « cIads le onzìème lirre des £lénients », coDJectare qui serait corroborée en 
qiielqoe sorte par la le^on /^u do manoscrìt C. En efFet, la proposition XI, 34, impliqne 
comme cas special le tbéorème qoi serait TexpressioD géométrìqne de la démonstratioB dont 
il s'agit ici. Toiitefois je considère cette soppositioo comme très-improbable, to que Tantear 
dUtingue toiijou» rigonreusement les démonstrations géomélriques des démonstrations 
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Quant à la démonstration géométrique (*) , noiis suppo- 
soDS le cube ABCDE (fig. 3) égal au nombre de ses carrés, par 
exemple, égal a deux carrés. Le carré de son coté est AC. Dono 
la surface AC, multipliée par deux, produira le cube ABCDÉ; 
et en méme temps, multipliée par BD, qui est (égale au) coté de 
ce (carré), elle produit également le cube ABCDE. Donc BD, 
qui est le coté de ce cube, sera égale a deux ; et c'est ce qu'il 
s'agissait d'obtenir. 

Toutes les fois que nous dirons, dans ce traité, « carrés du 
cube, » nous entendrons par cette expression des carrés de 
son coté. 

Après avoir termine la discussion des équations simples, 
passons maintenant à celle des trois premières des douze équa- 
tions trinómes. 

Première espèce. " Un garrì et dix racines sont égaux a 
TRENTE-NEUF EN NOMERE (**).» Multiplicz la moitié (du uombrc) 
des racines par elle-méme. Ajoutez le produit au nombre, et 
retranchez de la racine de la somme la moitié (du nombre) 
des racines. Le reste est la racine du carré. 

Si le problème est arithmétique, deux conditions doivent 
étre remplies; la première: que le nombre des racines soit 
pair, de sorte qu'il ait une moitié (entière); la seconde : que le 
carré de la moitié (du nombre) des racines et le nombre, ajou- 



arithmétiques. Mais, au lieo du huitième livre,on pourrait citer la huitième proposition du 
neuvième livre; eneffet, celle-ci comporte que 

1 : X = x^ : x^ d'où il suit e : X = cx^ : x^. 

*) 2. (carré AC) = 2 BD*= BD = cube ABCDE 
BD. (carré AC; = cube ABCDE, 

donc 2. (carré AC) = BD . (carré AC) ou 2 = BD. 



**) \iì, x^ + bx :=a (jc'+ IOjc = 39); \/ ** + (t) "" T ^ "*• 

Jc fais observer que Mohammed Ben Moù^ énonce cette équation sous la mèmc forme 
speciale, qu'AlkhayyàmI a gardée peut-ètrecomme cousacrée par Tnsage. 

2 
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tés ensemble, produisent un nombre carré. Sìnon, le probléme, 
consìdéré comme arithmétique, est irapossìble (*). (réométri- 
quement , cette espece ne comprend pas de problèmes impos- 
sibles du tout. 

La démonstration arithmétique est facile, et conforme à la 
démonstration géométrique. Voici cette dernière (**). Nous 
supposons le carré AC (fig. 4) ensemble avec dix de ses racìnes 
égal à trente-neuf en nombre. Supposons encore que dix de 
ses racines soient représentées par le rectangle CE. La ligne 
12 DE sera donc égale à dix. Divisons-la, au point Z, en deux 
parties égales. Alors, parce que la ligne DE a été divisée en 
deux parties égales au point Z, et qu'on lui a ajouté en ligne 
droite la partie AD, le produit de EA en AD, qui est égal au 
rectangle £B, ajouté au carré de DZ, sera égal au carré de ZA. 
Mais le carré de DZ, qui est la moitié (du nombre) des ra- 
cines, est connu, et le rectangle BE, qui est le nombre donne, 
est également connu. Par conséquent, le carré de ZA et la 
ligne ZA seront connus ; et lorsque nous retranchons ZD de 
ZA, le reste AD sera connu. 

*) lei ranteor se trompe; aucane des deax conditions D'est nécessaire poiir que x soit 
entier. Désignons par a an nombre positif et irralionnel, par a un nombre positif etentier; 
supposons ff>aeta = ff.ay& = ff — a. Certainement a — a ne sera pas alors un 

nombre pair, ut a.a + l "T" j '^ \'~Y' ) "" nombre carré, vu qne sa racine 
*^-^ est irrationnelle; toutefoìs x = \/ a.a+ ("-7-) — 

nombre entier, 

DE 
**) AD = AB = X, DE = 10, BE = 39, DZ = ZE = -^; 

EA . AD + DZ'= ZA '(Euclide, Élémenls, II, 6) ou BE + DZ'= ZA; 
BE et DZ étant connus, il en sera de méme pour ZA et pour (ZA -^ ZD) = AD = or. 
Voici le principe de cette démonstration : la proposition d'Euclide ex prime que {b+x) x+ 

+ (-) "*= ( 5 + ^) ; maisonavait (b+x) x = x^ +bx= a, donc «+ («j === 



= a sera un 



n 
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Autre démonstration (*). Supposons que ABCD (fig. 5) soìt 
un carré ; prolongeons BA jusqu'à £, etfaisons £A égale à 
un quart (du nombre) des racines, c'est-à-dire à deux et 
demi. Prolongeons DA jusqu'à Z, en faisant ZA égale à un 
quart (du nombxe) des racines. Menons d'une manière sem- 
blable des lignes de tous les sommets du carré j et complétons 
la figure HT. Elle sera un carré, parce que ZE, AC et CT 
sont des carrés , vu ce qui se trouve exposé dans le sìxìème 
livre des Éléments {**). Les quatre carrés situés dans les coìns 
du grand carré sont égaux chacun au carré de deux et demi; 
conséquemment leur somme sera égale à vingt-cinq, c'est- 

10 1 35 

*) AB = BC = a?, EìIl = ZìIl = -j- = 2 2' ^ "^ T' * ^ = ^^5 

ZB = ZA. AB = 2 i AB, 4 ZB = 10 AB; AB*+ 10 AB = 39, AB*+4 ZB = 39; 

HT = AB + 4 ZB + 4 EZ = 39 + 25 = 64; 

/"" 10 
a; = AB = EM — (EA + BM) = coté deHT — 2EA= \^ 6i ~~ -^ = Z. 

Le prìncipe de cette démonstration consiste à compléter le carré; en eflfet, nous avons 
HT = a?* + * (l ^ ) + ^f 4 ) =* ( ^ 2 ) '** *" méme temps, parce quex^+bx==a, 

Cette démonstration est essentiellement la méme que celle donnée par Moliammed Ben 
MoO^ ; Yoyez Fédition de Rosen, pages 1 3 et A. Mohammed Ben MoA^ft en ajoute une seconde, 
dont voici l'exposé (voir fig. 6, a) : 
ÉqtuiUon proposée .* a;' + 10 a; = 39. 

Démonstr. •• AB = a;*; G = D = -y .r ; 



AB 
SH 



+ (G +D) = a;» + 2 ^Y a? J = 39 . — . . . a 
-tAB + (G + D)|=SH-39= (^y. - ...(^J 
SH = 39 + (yJ = 64; ... a + Qy 

coté de SH = y/ 64 = 8 ; ... %/ a + (rj 

X = coté de AB = 8— Y =3. — ... \/ « + ( 2 J — 2 

') Euclide, Éléments, VI, 24. 

2. 



13 
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à-dire au carré de la moitié (dii nouibre) des raciiies. Le ree- 
tangleZB est-égal a deux et demie des racìnes dii carré AG, 
parce qiie ZA est égale a deux et demi. Les quatre rectangles 
seront donc ensemble égaux à dix racìnes du carré AC. Mais 
on avait suppose le carré AC ensemble avec dix de ses ra- 
cìnes égal a trente-neuf en nombre. Conséquemment le carré 
HTest égal à soixante-quatre. Prenons-en la racine, et retran- 
chons d'elle cinq. Il reste AB. 

Supposons encore (*) qu'une lìgne AB (fig. 6) soit donnée égale 
à dìxy et que Fon demande le carré qui, ajoutéau produìt de soii 
coté en AB, soit égal au nombre donne. Représentons le nombre 
donne par la figure E, laquelle soit un parallélogramme à angles 
droitSy aìnsi que nous l'aTOusdit précédemment(^^). Appliquons 
a la lìgne AB un parallélogramme égal au rectangle £ et excé- 
dant d'un carré, aìnsi qu'Euclide l'a expliqué dans le sixième 
lìvre des Éléments. Que ce soit le rectangle BD, et que le carré 
excédant soit AD; le coté AC de ce carré sera connu, confor- 
mément à ce qui se trouve établi dans les Dounées (***). 

Seconde espèce, « Un carré et un icombre sowt égaux a 

DES RACiiTES (****)• » H ©st uéccssairc, dans cette espèce, que 

le nombre ne soit pas plus grand que le carré de la moitié 

(du nombre) des racìnes. Sinon, le problème est ìmpossible. 

I^rsque le nombre est égal au carré de la moitié (du nombre) 

des racines , la moitié (du nombre) des racìnes est elle-méme 
la racine du carré. Lorsque le nombre est plus petit, on le re- 

*) AB = IO, E = 39. La constroctioo d'Euclide, filémeots TI, 29, impliqne la déter- 

inioalion d*uiie ligoe AC telle que BD = AC + ^^ - AB = E; dooc x = AC. 
**) Pag. 14,lig. 12. 

♦*♦) Prop. 59, ed. d'Oiford, 1703, fol., p. 497. 
****) vili, jf' + a = fer (6= 10). 

Condiiion * o ~ ( - j (sans cela en effet x est imagìoaire) 







« = (5y.-.a;=^ ^)«<(0'- •■^=-2=^>/GJ-«- 
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tranche du carré de la moitié (du nombre) des racines,on prend 
la racine dii reste et on Tajoute à la moitié (dii nombre) des 
racines, oii la retranche de cette dernière. Le résultat, tant de 
Tadditìon que de la soustraction, est la racine du carré. 

La démonstration arithmétique est conforme à la démons- 
tration géométrique (*) (qui suit). Supposons un carré ABCD 
(fig. 7), et supposons (le rectangle) ED, égal au nombre, joint 
a ce carré du coté de AD. Le rectangle (produit) EC sera donc 
égal à dix (**) còtés du carré AC, et conséquemment EB sera égale 
a dix. Que dans la première figure (7, 1) AB soit égale à la moitié 
de EB, dans la seconde (7,2) plus grande, et dans la Iroisième (7, 3) 
plus petite que la moitié deEB. Alors, dans la première figure, AB 
sera égale à cinq. Dans la seconde et dans la troisième figure, 
divisons EBau point Z, en sorte que la ligne EB soit divisée en 
deux parties égales au point Z, et en deux parties inégales 
au point A. Donc, le rectangle EA en AB, ajouté au carré de 
ZA, sera égal au carré de ZB, ainsi qu'il est expliqué au second 
livre des Éléments. Le rectangle EA en AB, étant égal au nom- 
bre, est connu; conséquemment, iorsqu'on le retranche du 

*) AB = AD = X, ED = a, EC = tO . AB = bjc, EB = 10 = b; 

EB 
1) a;=AB= Y = ^' 

: AB ^ — , EZ = ZB, EA.AB + AZ = BZ (Euclide, Éléments, li, 5); 
EA.AB = ED = et BZ = --- = - étant connus, on connallra donc 

, 2) ) 

AZ et AZ, ainsi que } ZB dt AZ = AB = jj . — 

Voici le principe de cette démonstration: la proposition d'Euclide implique pourles 
cas 2) et 3) que x {b — x) + [- (^"-.ijj '^ (o) » ™*** xb-^x^=a, donc 



radicai disparati, parce que ^ = ( ò ) ' 



donc a: = -• 



**) La valeur speciale adoptée ici , ruppelle encore rénon<'é donne de cftle équation par 
Moli. Ben Noù^à. 
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carré de ZB, qui est la moitié (du noinbre) des racines, le carré 
de ZA, qui reste, sera connu. En retranchant dans la troisième 
figure ZA de ZB, et dans la seconde figure en ajoutant ZA a 
ZB , on obtient pour reste ou pour somme la tigne AB, Et 
c*est ce qu'il s'agissaìt de trouver. 

On peut , si Fon veut , démontrer cela encore d'autres ma- 
nières Q; mais nous nous bornons à ceci , de peur d'étre prò- 
lixe. Supposons {**) qu'une ligne AB (fig. 8) soit donnée égale 
à dix , et qu'on demande à retrancher d'elle une ligne telie 
que, lorsqu'on la multiplie par AB, ce produit soit égal au 
carré de cette méme ligne , plus un autre rectangle, lequel ne 
soit pas plus grand que le carré de la moitié de AB, c'est-à-dire 
plus le nombre donne qui soit représenté par le rectangle E. 
Nous nous proposons donc de retrancher de AB une ligne dont 
14 le carré plus le rectangle E soit égal au produit de ABen 

*) Yoici Teiposé de la démonstration que Mohammed Ben Moù^ (éditìon de Roseo, 

page 16 et \\) donne de oette espèce (voyex fig. 7» a) : 

Équation proposée : x^ + 2i = ÌO x. 

Démonstration : AD = :c ' ; HB = 21 ; HD = HN . HO =2;. 10 ; 

HC 10 
CG = HG= Y'^T^^' GK = CG — GT=5 — a;; 

TK=GK+GT=CG = 5; NT = HG=CG=5; 

«=»=(0.-...(i)- 

KL = KG; ML = KM — KL = KT — KG=TG; 
LR=KG = CG — GT = CG— CA=GA; 
ML . LR = TG . GA, MR = TA; 
HT+MR=HT + TA = HB=21; ...a 

KR = MT — (BT + MR)=25 — 2l = 4;../-y — a 
RG=:y/4 = 2;...Y/Q'-a 

a; = AC = CG-GA=CG — RG = 5— 2=3.— ... -— %/ ^- j — a; 

puis Mohammed Ben MoA^ft ajonte senlement que 5 + 2 satìsfera aiissi à Téquation proposée, 
sana le démontrer. 
**) AB = 10 = ò, E = a. La construction d'Euclide, Éléments VI, 28, implique la 

détermination d'une ligne BC telleque E = AZ = AB . BC — ic'on Bg'+ a = b . BC 
donc BC ^= X. 
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cette ligne. Or, appliquons à la ligne connue AB un rectangle 
égal au rectangle connu £ et défaillant d'un carré, ce qui est 
possible (*) j parce que le rectangle E n'est pas plus grand que 
le carré de la moitié de AB. Que ce soìt le rectangle AZ, et que 
le carré défaillant soit CD, conformément à ce qui est exposé 
par Euclide dans le sixièrae livre des Éléments. Le coté CB 
sera alors connu, ainsi qu il est expliqué dans les Données (^). 
Mais c'est ce qu'il s'agissait de montrer. 

Il est évident que cette espèce comprend différents cas (***), 
et qu'elle donne lieu à des problèmes impossibles (****). Quant 
aux conditions de sa solubilité en nombres entiers, elles peu- 
vent étre déduites de ce que nous en avons dit à Toccasion de 
la première espèce (*****). 

Troisième espèce. « Un nombre et des ragines sont egaux a 
UN CARRÉ (*****♦). » On ajoute le carré de la moitié (du nombre) 
des racines au nombre , puis on prend la racine de la somme , 
et l'ajoute à la moitié (du nombre) des racines. Ce qui résulte 
est la racine du carré. 



*) Voir Euclide, Éléments, VI, 27, 28. 
**) Prop. 58. 

***) A savoir les cas ^ > - 

****) A savoir lorsque *>(«)• 

*****) Ed ce cas-ci, une desdeux valeurs pourra étre entière sans qu'aucune des deux con- 
ditions dont Teut parler Tauteur soit remplie ; on n'a qu'à supposer a=<r.a, b = fi'\'a, une 
des deux solutions sera a. Mais méme afin de les rendre entières tontes les deux, la pre- 
mière condition, que b soit pair, n'est pas nécessaire ; et quant à la seconde, que f ~ ) — a 
doit étre un nombre carré , il est nécessaire seolement que cette expression soit de la 
forme ( o ) » P désignant un nombre entier pair ou impair. Pour s'en convaincre , il 

suffitde supposer a = a.p, b = a, -}- p en désignant par a un nombre positif, entier 
et pair, par p un nombre positif, entier et impair. 



••♦••* 



) IX, bx + a=:x'; - + y/o + Q)'=^- 
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Démonstration {*). Que le carré ABCU (fìg. 9) soit égal à 
cìiiq de ses racines plus sjx en iiombre. Betranchons-en le 
noinbre qui soit représenté par le rectangle AD. Il reste le rec- 
tangle EC, égal au nombre de racines, lequel estcinq. Laligne 
£B sera donc égale à cinq. Nous la divisons en deux parties 
égales au point Z. ha ligne EB sera donc divisée en deux par- 
ties égales au point Z , et en méine temps on lui a ajouté la 
partìe EA , d'où il suit (**) que le rectangle BA en AE, c'est-à- 
dire le rectangle connu AD 9 plus le carré connu de EZ, est 
égal au carré de ZA. Le carré de ZA et ZA serout donc connus. 
Mais ZB est connue; conséquemment AB est connue. 

Il existe encore d'autres démonstrations de ce théorènie (***), 
la recherche desquelles peut servir d'exercice au lecteur. 

*) AB*=6AB+6; AB = AH = 2;, AD = 6, EC = 6AB, EB = 5, EZ=ZB=^; 

BA . EA+ÌZ = Za'ou AD+EZ = ZA; 

mais AD et£Z étant connus, ZA, ZA et ZA +ZB = AB = :k seront également connus. 
La proposition citée d'Euclide implique en ce cas-ci que 

a?(x — 6)+ f-j a== (x — -j; mais on a x (x — b) = x^ -^ bx= a, 
donc a + Qy = (x- ly ou I + y/« + QJ = ^. 

**) Euclide, Éléments, II, 6. 

***) Voici l'exposé de celle donnée par Mohammed Ben MoOgft (édition de Rosen, p. 19 
et Jp — voir tìg. 9, o). 
Équation proposée : 3j? + 4 = a?'. 

Démonstration : AD = x^; HC = 3, HD = 3a;; HB = AD— HD = a;» — 3j; = 4 ... a 

HC 3 — a /3V 1 /6\* 

TL = AH; GT = GH; GT + TL=GH + HA, GL = GA; MA=GL=GA; 
donc I) AB — MA=AC— GA, BM = CG=GH = LN 

2) GL — GT = GA — GH, TL = AH = MN; 
BM.MN = TL.LN, BN=TN; 
4=HB=AN + BN = AN + TN; 

GM = HT+(AN-4-TN) = 2 i+4; -(JJ +« 
AG=\/2j+4=2-^;...Y/(5y + o 

j; = AG + CG = 2 i + ^ =*• — •y/ (f)'+«+ l' 



^ 
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Supposons encore f ) qiie la ligne BE (iig. io) soit égale ati 
iiombre des racìnes, et qu'on demande un carré et son coté, 
cn sorte que ce carré soit égal au nombre (donne) de ses cótés 
plus le nombre donne. Que le nombre donne soit repré* 
sente par le rectangle T, et que H soit un carré égal à ce 
rectangle. Construisons un carré égal à la somme du carré H 15 
et du carré de £K , ligne qui est égale à la moitié du nombre 
des racines. Que le carré construìt soit Z. Faìsons KC égale au 
coté de Zy et complétonsle carré ABCD. Celui-ci sera le carré 
qu'il s'agìssait de trouver. 

Il est évident que ni cette troisìème espèce ni la première ne 
donnent lieu à rìen d'ìmpossìble, tandis que c'est le cas pour 
la seconde espèce 9 laquelle eu méme temps comprend diffé- 
rents cas, ce qui n'arrive pas daiis les deux autres. 

Démontrons maintenant que les espèces de la seconde triade 
de ces équations sont proportionnelles à celles de la première. 

Première espèce. « Un cube et des garrés sont ÉGàUx a 
DES RACINES (**). » Supposous un cubc ABCDE (fig. Il), prò- 
longeons AB en ligne droite jusqu'à Z, faisons AZ égale au 
nombre des carrés , et complétons le solide AZHTCD en guise 
de prolongement du cube AE, comme cela se fait habituelle- 
roent. Le solide AT sera égal au nombre de carrés, et le solide 



EB b 
*) EB = 6, T=H=a, EK= y — 2' 



Z=:H + EK=a+ Qy ; KC= CÓléde Z= \/ ^ + Q); 

BC = BK + KC=*+ \/ a + (|y =ar. 

Je remarque qu'ici Tautenr ne conatrait pas Téquation carrée propocée , aioli qae c'étail le 
cas dans ce qui précède, mais la racine de cette éqaation qu'il prend tonte résolue. 

♦*) X, x^ + cx^ = hx. 

Démonstr. : cube ABCDE = j;% AZ = c, AZHTC=:ca:S BT = a;* -|- cit* = to ; 
K=b, kD=^x, K . AD = ^. j;; HB . AD = BT = 6a;; dono 
K.AD = HB.AD et K = HB = BC + HA 00 b=zx^ + CX. 
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BTy qui est égal au cube plus le nombre donne de carrés , 
sera égal au nombre donne de racines. Construisons un ree- 
tangle K égal au nombre donne des racìnes ; la racine , c'est 
le coté du cube, c'est-à-dìre AD. Donc le rectangle K, mul- 
tiplié par AD, sera égal au nombre donne de cótés. D'un 
autre coté, le rectangle HB, multiplié par AD, produit le cube 
plus le nombre donne de carrés. Mais ces deux solides sont 
égaux; c'est-à-dire le solide BT et le solide construit sur K et 
ayant pour hauteur AD. Conséquemment, leurs bases seront 
récìproquement proportionnelles à leurs hauteurs. Or, leurs 
1 6 hauteurs étant égales, leurs bases nécessairement le seront aussi. 
Mais la base HB est égale au carré GB plus le rectangle HA 
qui est égal à ce nombre de racines (de GB) qui avait été donne 
pour les carrés. Donc K, qui est le nombre donne pour les ra- 
cines, est égal au carré plus le nombre de racines donne pour 
les carrés. Mais c'est ce que nous nous proposions de démon- 
trer. 

Yoici un .exemple de cette espèce. Un cube et trois carrés 
sont égaux à dix racines; cela équivaut à: un carré et trois ra- 
cines sont égaux à dix en nombre* 

Seconde espèce. « Un cube et deux racines sont egaiix a 
TROIS CARRÉS (^). )» Gela équivaut à : un carré plus deux est 
égal à trois racines. 

Démonstration. SupposonsuncubeABCD£(fig. 12), lequel, 
ajouté à deux de ses racìnes, soit égal à trois carrés. Suppo- 
sons de plus un carré H égal à GB, et une droite K égale à trois. 
Le produit de H en K sera alors égal à trois carrés du cube AE. 
Gonstruisons sur AG un rectangle égal à deux, et complétons 

*) XI, a:' + to = cx^ (a;^ + 2a; = 8a?*). 
X>émoil5^r.: cube ABCDE = a;S H = CB = a?% K=3, H.K=3«'; AL=2, AT=2af; 

BT=ZB.AC=ZB.a;*; BT=AE + AT=a5* + 2a:=3JC*; donc ZB=3; 
BL = BC + AL=a;* + 2; BL=ZB.AB=3j?; donc a;' + 2 = 3a;. 
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le solide AZCTD; il sera égal au nombre de racines. Mais lors- 
qu'on muhiplie la ligne ZB par le carré de AC , il résulte le 
solide BTy et le solide AT est égal au nombre de cotés; con- 
séquemmenty le solide BT sera égal au cube plus une quantité 
égale au nombre de ses cotés. Le solide BT sera donc égal 
au nombre de carrés. Il en suit, d'une manière analogueà ce qui 
a été expliqué dans le théorème précédent {*)j que la ligne ZB 
est égale à trois. En méme temps le rectangle BL est égal à 
un carré et deux. Conséquemment, un carré et deux sera égal 
à trois racines , parce que le reclangle BL est forme par le 
produit de AB en trois. Mais c'est ce qu'il s'agissait de démon- 
trer. 

Troisième espèce. a Un cube est égal a un carré et trois 
RACINES (^*). » Cela équivaut à : un carré est égal à une racine 
et trois en nombre. 

Supposons un cube ABCDE (fig. 1 3) égal a son carré, plus 
trois de ses cotés. Retranchons de la ligne AB, qui est le coté 
du cube , la ligne AZ égale au nombre des carrés , lequel est 1 7 
un, et Gomplétons le solide AZTHC. Alors ce solide AZTHC 
sera égal au nombre donne de carrés. Il reste donc le solide 
ZE égal au nombre donne de cotés ; et Tun des deux solides 
sera a Fautre comme la base ZC à la base ZL , ainsi que c*est 
démontré dans le onzième livre des Eléments (^) , puisque 
leurs hauteurs sont égales. Mais le rectangle ZC est égal à 

*) C*eftt-à-dire , les deai solides ZB. AC et 3^' étaot égaux, leara bases doivent étre réd- 

proquement proportìonnenes à lears hauteors ; or, leara bases étant égales (AC =x^), leare 
bauteara seront égales, ZB = 3. Dans le théorème précédent les hanteors étaient égales, et 
OD en dédaisait Fégalité des bases. 
**) xu, ex* + bx = X* (a?» = i.x* + 3x). 

Démonstr. : cube ABCDE =x^=^i . x^ + 3x; AZ = e = 1, TC = l . «^ ; 
TL = AE — TC = ar3«_i.af> = 3a?; ZC = AZ.AC = 1.«; 
TL : TC = ZL ; ZC ou 3x : x^ =rZL : X, donc ZL = 3; 
CR=UC + ZL on x^=i.x + Z. 
***) Eadide, Eléments, XI, 32. 
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une fois la racìne du carré GB, et le rectangle ZL est le nom- 
bre des racines , & savoir , trois. Conséquemmetit , le carré GB 
sera égal à une racine plus troìs en nombre , et c'est ce que 
nous nous proposions de démontrer. 

Tantque ces dénionstrations (des équations io, ii, 1:2) ne 
sont pas entendues de cette manière (géométrique; tandis 
qu'auparavant on ne les avait envisagées que du point de vue 
purement arìthmétique, voir pg. ii, Ig. io), l'art de l'algebre 
u'est pas véritablement scientifique , bìen que cette méthode 
de démonstratìon exìge qu'on aborde quelques difficultés. 

Or, aprèsa voir trai té précédemment ces espèces d'équations 
qui peuvent étre démontrées au moyen des propriétés du cer- 
cle, c'est-à-dire au moyen de Touvrage d'Euclide, occupons- 
nous à présent de la discussion de celles dont la démonstra- 
tion ne peut étre donnée qu'au moyen des propriétés des 
sections coniques. Ges dernières espèces sont au nombre de 
quatorze, coroprenant i^ une équatiou simple, à savoir l'è- 
quation : « un nombre est égal à un cube; » 2^ six équations 
trinómes qui restent (encore à étre discutées, des douze équa- 
tions trinómes proposées dans le tableau general des équa- 
tions algébriques ) ; 3^ sept équations quadrinómes. 

Faisons precèder cette discussion par quelques propositions 
fondéessurl'ouvragedes Goniques (*), afin d'offrir àl'étudiant 
un arrangement systématique, et afin que dans ce Traité 
nous n'ayons à renvoyer à plus des trois ouvrages mention- 
nés, à savoir, les deux ouvrages d'Euclide sur les Éléments 
et sur les Données, et les deux (premiers) livres du traité 
des Goniques. 

Troiwer deujr lignes- entre deux autres Ugnes {données)^ 

*) Ceci ne s*applique qu*au premier des troìs Uiéorènies préliminaires qui sui?eiit. 
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de manière que ces qua tre lignes soient enproporlion continue (*). 

Que les deux droites (données) soient AB^ 6C (fig. 14)9 €t 18 
plagons-les de manière qu'elles renferment l'angle droit B. 
Construìsons une parabole dont le sommet soit situéau point B, 
dont Taxe soit BC, et dont le paramètre soit BC. Que ce soit 
la conique BDE. Elle sera connue de position, parce que son 
sommet et son axe sont connus de position, et que son para- 
mètre est connu de grandeur. Elle touchera la tigne BA , 
parce que Tangle B est un angle droit, et conséquemment égal 
à Tanglede Tordinatìon , ainsi que cela est démontré dans la 
trente-troisième proposition du premier livre des Coniques (**). 
D'une manière semblable nous construisons une autre para- 
bole ayant pour sommet le point B , pour axe AB , et pour 
paramètre AB, laquelle sera la conique BDZ, ainsi que cela est 
démontré par ApoUonius dans la cinquante-sixième proposi- 
tion du premier livre (***). La conique BDZ touchera la ligne 
BC. I^s deux paraboles s'entrecoupent donc nécessairement. 
Que D soit leur point d'intersection. Alors le point D sera 
connu de position, parce que les deux coniques sont connues 
de position. Abaìssons du point D deux perpendiculaires DH, 
Dl\ sur AB9 BC. Elles seront connues de grandeur, ainsi que 
cela est démontré dans les Données (****). Et je dis qu'alors les 

*) AB : x^x : ys=y : bc. 
ConitructUm : B sommet, BC axe, BC paramètre de la parabole BDE; 
B sommet, BA axe, AB paramètre de la paratale BDZ; 

Parab. BDE ... HD = BH . BC, HD = BT, donc BC : BT = BT : HB 

Parab. BDZ..,DT = BA . BT, DT = HB, donc BT : HB = HB : BA 



conséquemment AB : BH = BH : BT = BT : BC 

X = BH, y = BT 
C'est la seconde des deux constructions de ce prohlème attrìbuées à Ménechme. Voir Ar- 
chimede, ed. d'Oxford, pg. 142. 

**) Voir rédìtìon d'Oxford, 1710 , fol., p. 67. La proposìtion à laquelle Tauteur faitallu- 
ftion y e«t la trente-deiixìème. 
***) Édit. d'Oxford, livre I, prop. :>2. 
**♦*) Voir propp. 30, 26, 26. 
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quatre lignes AB, BH, BT, BC, soni en proportion con- 
tinue. 

Dcmonstration. Le carré de HD est égal aii produit de EH 
en BC, parce que la ligne DH est ordonnée de la parabole BDE ; 
conséqaemment BC est à HD, laquelle est égale à BT, corame 
BT a HB. La ligne DT est ordonnée de la parabole BDZ. Le 
carré deDT, laquelle est égale à BH, sera donc égalau produit 
de BA en BT. Conséquemment BT sera à BH comme BH à BA. 
Les quatre lignes sont donc en proportion continue; et la 
ligne DH est connue de grandeur, vu qu'elle est menée d'un 
point connu de position à une ligne connue de position, sous 
un angle connu de grandeur; et semblableraent DT sera 
connue de grandeur. Il suit donc que les deux lignes BH , 
BTy sont connues de grandeur, et qu'elles sont en méme temps 
moyennes proportionnelles entre les deux lignes AB, BC, 
c'est-à-dire que AB est à BH comme BH a BT, et comme BT 
à BC. Mais c'est ce qu'il s'agissait de démontrer. 
19 Étant donnés le carré ABCD (fig. i5,i), base du parallélipi^ 
fède rectangle JBCDE , et le carré MH j construire sur MH 
comme base un parqllélipipède rectangle égal au solide donne 
AhCDE (*). 

Faisons AB à MZ corame MZ à K, et puis AB à Kcomme ZT 
à ED. Pla^ons ZT de manière qu'elle soit perpendiculaire au 
pian MH au point Z,et complétons le solide MZTH. Je dis que 
ce solide est égal au solide donne. 

Déraonstration . Le carré AC est au carré MH comme AB 
a K. Le carré AC sera donc au carré MH corame ZT, la hau- 



*) On détermine K et ZT au moyen dea deux proportious 

1) AB : BfZ = MZ : K 

2) AB ; K = ZT ; ED 

il suit ab' : BÌZ*= ZT : ED, donc ab' . ED = MZ*. ZT 
on. solide BE = solide MTH. 
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teur dii solide MTH, à ED la hauteur du solide BE. Il suit que 
les deux solides sont égaux , puisque leiirs bases sont réci- 
proqueinent proportionnelles à leurshauteurs, ainsi que c'est 
démontré dahs le onzième livre des Élérnents {*). 

Toutes les fois que nous nous servirons de Texpression 
ce solide, » nous désignerons par cela un parallélipipède ree- 
tangle ; et de raéme, toutes les fois que nous nous servirons 
de l'expression a figure piane», nous voudrons parler d'un 
rectangle. 

Étant donne un solide ABCD ( fig. 1 5 , 2 ) doni la base AC 
est carrécj construire un solide doni la base soit un carré ^ la 
hauteur égale à la Ugne donnée ET, et lequel soit égal au solide 
donne ACD (**). 

Faisons ET à BD comrae AB à R, et prenons entre AB et R 
une moyenne proportionnelle EZ. Faisons EZ perpendiculaire 
à ET, et complétons TZ. Puis faisons EH perp^adiculaire au 
pian TZ et égale à EZ , et complétons le solide HETZ. Je dis 
que le solide T, ayant pour base le carré HZ et pour hku- 
teur la ligne donnée ET, est égal au solide donne D. 

Démonstration. Le carré AC est au carré HZ comme AB 20 
à R; conséquemment le carré AC sera au carré HZ comme ET 
à BD. Les bases des deux solides étant ainsi réciproqueroeut 
proportionnelles à leurs hauteurs, les solides seront égaux. Et 
c'est ce qu'il s'agissait de démontrer. 

Ces préliminaires établis , nous pouvons donner la 
résolution de la twisième espèce des équations simples ^ 



*) Prop. 34. 

**) On détermine K et EZ aa moyen des deux proportìons 

1) ET : BD = AB : K 

2) AB : EZ = RZ : K 

il Stiit "ab": 1z*= et : BD y dODC AB*. BD =1E\ ET 

ou solide D = solide T. 
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laquelle était : « Un cube est égal a un nombre (*). » 

Représentons le nombre par le solide ABCD (fig. i6), dont 
la base AG soit le carré de runité, comme nous Tavons expli- 
qué précédemment (**), tandis que sa hauteur soit égale aii 
nombre donne. Nous désìrons construìre un cube égal à ce 
solide. Prènous, entre les deux lìgnes AB^ BD, deux moyennes 
proportionnelles : celles-ci seront connues de grandeur, comme 
nous venons de le démontrer (***). Que ce soient les lignes E, Z. 
Faisons HT égale à la ligne E, et décrivons surHT le cube 
THKL. Ce cube et son coté seront connus de grandeur, et je 
dis que ce cube est égal au solide D. 

Démonstration. Le carré AC est au carré TK en raison 
doublé de AB à HK, et la raison doublé de AB a HK est égale 
à la raison de AB à Z, de la première à la troisième des quatre 
lìgnes 9 et conséquemment égale à la raison de la seconde HK 
à la quatrième BD. Les bases (TK, AC) du cube L et du so- 
lide D sont donc réciproquement proportionnelles à leurs 
hanteurs (HL= HR et BD). Il suìt de là que ces deux solides 
sont égauxy et c'est ce qu'il s'agissait de démontrer. 

Après cela^ occupons-nous des six équations trinòmes qui 
restent a étre discutées. 

Première espèce. « Un cube et des cótés sont jégaux a. 
UN NOMBRE (****). » Faisous la ligne AB (fig. 1 7) égale au coté 

*) 111, a = a;^ 

Faisons AB = BC = 1, BD = a ; 

déternoinons deux lignes E, Z en sorte que AB : E ^ E : Z = Z : BD; 

ilsuit AB*:K = AB:Z = E:BD, 

donc E = AB . BD s= 1 .a = a 

— 3 
ou, en faisant HT = E, a = HT . . . a; = HT. 

**) Pg. 15. 

***) Pg. 28 ult. sqq. 

****)xili, x^ + hx = a. AB* = 6, ab'. BC = a. 

B soinmet, BZ axe, AB paramètre de la parabole HBD. 
BC diamètre du cercle CDB. 
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d'un carré égal au nombre des racines , lequel coté sera 
donne. Construisons ensuite un solide doni la base soit 
égale ^ au carré de AB , dont la hauteur soit égale à BC , et 
lequel soit égal au nombre donne , construction que nous 
avons enseignée dans ce qui précède (*) , et faisons BC per- 
peudiculaire à AB. On sait d'aiUeurs {**) ce qu'il faut en- 21 
tendre dans notre traité par le nombre solide : c'est un so- 
lide dont la base est le care de l'unite, et dont la hauteur est 
égale au nombre donne, c'est-à-dire à une ligne dont le rap- 
port au coté de la base du solide est égal au rapport du 
nombre donne à l'unite. Prolongeons AB jusqu'à Z , et cons- 
truisons une parabole dont le sommet soit B, l'axe BZ, et le 
paramètre AB; ce sera la conique HBD. Elle sera connue de 
position, comme nous l'avons expliqué dès la première de ces 
constructions (^ , et touchera la ligne BC. Décrivons sur BC 
un demi-cercle: il coupera nécessairement la conique. Que le 
point d'intersection soit D. Abaissons de D, qui , comme on 
sait, sera connu de position, deux perpendiculaires DZ, DE, 
sur BZ, BC. Elles seront connues de position et de grandeur. 
La ligne DZ étant ordonnée de la conique, son carré sera égal 
au produit de BZ en AB ; conséquemment AB sera à DZ, qui 
est égale à B£, comme BE a ED, qui est égale à ZB. Mais BE 
est à ED comme ED à EC. Les quatre lignes suivantes sont 
donc en proportion continue AB, BE, ED, EC; et conséquem- 
ment le carré de la première AB est au carré de la seconde BE 



Parab. : DZ* = AB.BZ, DZ = BE , BZ = DE. . . i^ : BB = BE : DE 

Cercle : BE:DE=DE; EC 

'•"r AB*: BÈ*= BE : EC, BÌ*= AB*. EC 

"bE*+Àb'. EB = AB\eC+AB*.EB = AB*. B OUBE + ft. BE = a,a; = BE. 



*) Voir pag. 30 
**) Voirpag. 15. 
♦**) Voirpag. 29 



3 
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conime la seconde B£ à la quatrième £C. 11 siiit de là que le 
solide dont la base est le carré de AB, et la hauteur £C, est 
égal au cube de BE, puisque leurs hauteurs sont réciproque- 
ment proportionnelles a leurs bases. Ajoutons à tous les deux 
le solide, dont la base est le carré de AB y et la hauteur EB. 
Le cube de BE, plus ce solide, sera égal au solide, dont la base 
est le carré de AB, et la hauteur BC, lequel solide nous avons 
pose égal au nombre donne. Mais le solide dont la base est le 
carré de AB, qui est égal au nombre des racines, et la hau- 
teur £B, qui est le coté du cube, sera égal au nombre donne 
de cótés du cube de EB. Couséquemment le cube de EB, plus 
le nombre donne de cótés du méme, est égal au nombre 
donne ; et c'est ce qu'il s'agissait d'obtenir. 

Cette espèce ne présente ni variété de cas, ni problèmes 
impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés du 
cercle combinées avec celles de la parabole. 

Seconde espèce des six équations trinómes. « Un cube et 
22 UN NOMBRE soNT ÉGACx A DES coTÉs (**). » Faisons la ligne AB 
(fig. i8j égale au coté d'un carré égal au nombre des racines, 
et construisons un solide ayant pour base le carré de AB , et 
égal au nombre donne. Que la hauteur de ce solide soit BC, 
et placée perpendiculairement à AB. Décrivons une parabole 
dont le sommet soit situé au point B, et Taxe dans la direction 
de AB, et dont le paramètre soit AB. Ce sera la courbe DBE, 



^) L'équatioD x^ '\-hx~-a-=^ n'admet qu*uDe seule racine réelle, laquelle est toujours 
positìTe. 

*♦) XIV , j;3 + a = to. ab'= 6, AB*. BC = a. 

B sommet , BH aie, AB paramètre de la parabole DBE. 

C sommet y CT axe , BC paramètre de rbyperbole equilatere ECZ. 

Hyperb. : Ìt'= BT.CT. . . BT : ET =ET : TC 

Parab. : EH = BH.AB, EH = BT,BH = E T. ..AB : BT = BT;ET 

AB*; BT = BT : TC,"bT=AB*.TC 
Bt'+ aÌ*. BC = AB*. TC + AB*. BC = AB*. BT OU Bt'+ a =6.BT, a;=BT. 



^ 
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connue de positiou. Puis construisons une seconde conique, 
à savoir une hyperbole, dont le sommet soit situé au poiut C, 
et Taxe dans la direction de BC, et dont le paramètre et le 
grand axe soient tous les deux égaux à BC; que ce soit la 
courbe £CZ. Cette hyperbole sera connue de position, aìnsi 
qu'il est démontré par ApoUonius dans la cinquante-huitième 
proposition du premier livre {*). Les deux coniques se ren- 
contrent ou ne se rencontrent pas. Si elles ne se rencontrent 
pas, le problèrae est impossible. Mais si elles se rencontrent, 
soit par contact en un point , soit par intersection en deux 
points, le point de rencontre sera connu de positiou. Que les 
deux coniques aient une intersection au point £ : abaissons 
de E deux perpendiculaires ET, EH, sur les deux lignes BT, 
BH. Les deux perpendiculaires sont infailliblement connues 
de position et de grandeur. La ligne ET est ordonnée (de 
l'hyperbole); conséquemment le carré de ET sera au produit 
de BT en TC comme le paramètre au grand axe, comme cela 
est démontré par ApoUonius dans la vingtième proposition du 
premier livre (*^). Mais le paramètre et le grand axe sont égaux; 
le carré de ET sera donc égal au produit de BT en TC. Il 
suit de là que BT est à TE comme TE à TC. D'un autre 
coté, le carré de EH, qui est égal à BT, est égal au pro- 
duit de BH en BA , comme cela se trouve démontré dans la 
douzième proposition du premier livre du Traité des Coni- 
ques (***); conséquemment AB est a BT comme BT à BH, et 
comme BH, qui est égale a ET, à TC. Les quatre lignes sont 

*) Ed. d'Oxf. p. 89, Prop. 53.~Le8 deax Mss. portent bien tous les deux ^,tandi8qiie 

53 aurait été écrìt s^ ; semblaUement la 52* prop. était citée par Tauteur comme la 56*. 

(Voirpag. 29.) Il semUedoDC queTauteur a?ait80U8 les yeux une rédaction dea Coniques 
un peu difTérente de la nótre. 

**) Ed. d*0xf. p. 46, Prop. 21 . 

♦*♦) Ed. d'Oxf. p. 31, Prop. 11. 

3. 
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done en proportion continue, et le carré de la première AB 
sera au carré de la seconde BT corame la seconde BT à la qua- 
trièmeTC. Ilsuit de là quele cube de BT est égalau solide dont 
la base est le carré de AB, et la hauteur CT. Àjoutons à tous 
les deux le solide dont la base est le carré de AB et la hauteur 
BG, lequel nous avons fait égal au nombre donne. Alors le 
23 cube de BT, plus le nombre donne, sera égal au solide dont la 
base est le carré de AB et la hauteur BT, lequel représente le 
nombre de cótés du cube. 

Il est évidentque cette espèce comprend différents cas^ 
et que certains, parmi les problèmes qui dépendent de cette 
espèce, sont impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des 
propriétés de deux coniques, d'une paraboleet d'une hyperbole. 
Troisième espèce. « Uw cube est égal a des cótés, plus un 
NOMBRE (**). » Faisonsla ligne AB (fig. 19) égale au coté d'un 
carré égal au nombre des còtés, et construisons un solide 
ayaìit pour base le carré de AB, et égal au nombre donne. Que 
la hauteur de ce solide soit BC, et qu'elie soit perpendiculaire 
à AB. Puis prolongeons AB et BC , et décrivons une para- 
bole dont le sommet soit situé au point B, l'axe sur le prolon- 
gement de AB, et dont le paramètre soit AB. Que cette pa- 



*) L'équatioD x^-^hx-^a^-O a toujours ime racine réelle et negative, dont Talgébriste 
arabe ne tient pas compie; les deux autres racines sont, ou imaginaires ( et en ce cas le prò- 

blòme est « impossible » ), 011 ^itives et égales f j; = y/ 3 ) » ^" positives et inégales 
-«eeqiil constitue la Tarìété de cas mentionnée par Tauteur. 

**)xv, hx + a^=x^. AB '=6, AB.BC = a. 

B sommet, BT axe, AB paramètre de la parabole DBE. 
B sommet, BH axe, BC paramètre de Thyperbole equilatere ZBE. 

Hyperb. : Eh' = CH.BH , EH = BT. . . BH : BT= BT : CH 

Parab. : Ìt'= AB.BT , ET = BH. • . AB : BH = BH : BT 



AB* : BH*= BH : CH 






BH = AB . CH = AB . BH + AB . BC ou BH = ft.BH -+- « > X = BH. 
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rabole soit DBE; elle sera connue de position, et touchera la 
lìgiie BH y conformément à ce qui est démontré par ÀpoRo- 
nius dansla trente-troisième proposition du premier livre (*). 
Puis décrivons une seconde coniqne, une hyperbole dont le 
sommet soit situé au point B, l'axe sur le prolongement de BC, 
et dont le paramètre et le grand axe soient tous les deux 
égaux à BC. Que ce soit l'hyperbole ZBE. Elle sera connue de 
position, et touchera la ligne AB. Les deux coniques s'en- 
trecouperont nécessairement. Que leur intersection ait lieu au 
point E. Ce point sera alors connu de position. Abaissons du 
point E deux perpendiculaires ET, EH. Elles seront connues de 
position et de grandeur. La ligne EH sera ordonnée (de l'hy- 
perbole ), et , conformément à ce que nous avons expliqué ci- 
dessus (**), son carré sera égal au produit de CH en BH. Con- 
séquemment CH sera à EH comme EH à HB. Mais EH, qui est 
égale à BT, est a HB — qui est égale à ET, qui de son coté est or- 
donnée de Tautre conique — comme ET à AB qui est le paramètre 
de la parabole. Les quatre lignea sont donc en proportion conti- 
nue: AB est à HB comme HB à BT, et comme BTàCH; et le carré 
de la première AB sera au carré de la seconde HB comme la se- 
conde HB à la quatrième CH. Conséquemment , le cube de HB 
sera égal au solide dont la base est le carré de AB et la hauteur 
CH, parce que leurs hauteurs sont réciproquement proportion- 
nelles à leurs bases.Mais ce dernier solide est égal au solide dont 
k base est le carré de AB et la hauteur BC , lequel nous avons 24 
fait égal au nombre donne ; plus le solide contenu sous une 
base égale au carré de AB et sous la hauteur BH, lequel solide 
est égal au nombre donne de cótés du cube de BH. Le cube 



*) Voirpag. 29. 
**) Voir pag. 35. 
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de 6H est donc égal au nombre donné^ plus le nombre donne 
de ses cótés^ et c'est ce qu'il s'agìssait d'obtenir. 

11 est évident que cette espèce n'admet pas une variété de 
cas, et que cette espèce, c'est-à-dire que les problèmes qui 
en dépendenty ne renferment rien d'impossible {*). Elle a été 
résolue par les propriétés d'une parabole combinées avec celles 
d'une hyperbole. 

Quatrième espèce des six espèces d'équations trinómes. « Un 

CUBE ET DES CARRES SOWT lÉGAUX k UIC NOMBRE (**). » Rcpré- 

sentons le nombre des carrés par la iigne AB (ng. 20), et cons- 
truisons un cube égal au nombre donne. Que le coté de ce 
cube soit H. Prolongeons AB en Iigne droite , et faisons BT 
égale à H. Complétons le carré BTDC, et faisons passer par le 
point D une hyperbole ayant pour asymptotes BC et BT, à 
savoir i'hyperbole EDN, ainsique cela est connu en vertu des 
propositions quatrième et cinquième du second livre, et de la 
cinquante-neuvième proposition du premier livre (***). La co- 
nique £DN sera connue de po^ion , parce que le point D est 
connu de posìtìon, et que les deux lignes BC, BT, sont con- 
nues de positìon. Décrivons ensuite une parabole ayant pour 
sommet A, pour axe AT, et pour paramètre BC. Que ce soit la 
conique AK ; elle sera connue de position. Les deux coniques 
s'entrecouperont nécessairement. Que le point d'intersection 

*) Une des racines de l'équation «' .— &a? — a = est toujours réelle et positive; les deux 
autres sont toujours ou négatiyes ou imaginaires, et en aucun de ces cas l'algébrìste arabe 
n*en tieut compte. 

**)xvi, x^ + cx^ = a. AB=c, H =a, H = BC = BT. 

BC , BT asymptotes de l'hyperbole equilatere EDN , qui passe par le poiut D. 
A sommet» AT axe, BC paramètre de la parabole AEK. 
Parabole ... BC : EZ = EZ : AZ 

Hyperbole ... BZ : BC = BC : EZ 

BZ^ BC*= BC : AZ 



*** 



BC = BZ . AZ = BZ + BZ . AB ou a = BZ + C . BZ , o; = BZ. 
) Voir ed. d'Oxf. II, 4, p. 109. 
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soìt £. Alors £ sera connu de position. Abaissons de ce point 
les deux perpendiculaires £Z, £L, sur les deux lignes AT, BC. 
£Ues seront connues de position et de grandeur. Maiutenant , 
je dis qu'il e^ impossible que la conique A£K coupé la coni- 
que £DN dans un point tei, que la perpendiculaire abaissée 
de ce point sur la ligne AT tombe sur T ou au delà de T (*). 
Car supposons qu'elle tombe sur T, s'il est possìble; alors son 
carré sera égal au )>roduit de AT en TB, qui est égal à BC; 
mais cette perpendiculaire estégale à la perpendiculaire DT; 
donc le carré de TD sera égal au produit de AT en TB; mais, 25 
d'un autre coté , le carré de TD serait égal au produit de BT en 
lui-méme, ce qui est absurde; en sorte que la perpendiculaire 
ne peut pas tomber sur T. £t de méme elle ne peut pas tom- 
ber au delà de T, puisqu'alors cette perpendiculaire serait plus 
petite que TD, et que l'absurde aurait lieu à plus forte raison. 
La perpendiculaire tombe donc nécessairement sur un point 
situé entre A et T, ainsi que le fait £Z. 

Le carré de £Z est egal au produit de AZ en BC, donc AZ a 
£Z comme £Z à BC; et le rectangle £B est égal au rectangle DB, 
comme il est démontré dans la huitième proposition du second 
livre des Coniques (**) ; donc £Z à BC comme BC à BZ. 11 suit 
que les quatre lignes AZ, £Z, BC, BZ, sont en proportion conti- 
nue. Conséquemment, le carré delaquatrième BZ est au carré 

*) Le poìDt d*ìDtersection des deux coniques ne peut étre ni D, ni un point de la parile DN 

de rhyperbole. fSì c'était D, on aurait daas la parabole DT = AT . BC; mais BC = DT = BT ; 

donc BT = AT . BT ou BT = AT = AB + BT, ce qui est absurde. 2° Si c*était un point de la 
partie DN de rhyperbole tei que P, en abalssant la perpendiculaire PQ, on aurait PQ < DT, 

donc Pq' < DT* ; et puis PQ*= AQ . BC , donc DT > AQ . BC , ou "ir > AQ . BT , ou 
BT>AQ,c'e8t-à-direBT>AB+BT+TQ, ce qui est absurde. — La méme chose peut élre dé- 
montrée immédiatement comme suit : Puisque a,c, x sont considérés par Talgébriste arabe 

comme des quantftés positlves, de Téquation x^ -^cx^^^a il suit x= \/a — cx^ < V^ » 

3 __ 

donc, puisque x est représenté par BZ, et \/a par BT, BZ < BT ; e. q. f. d. 
♦*) Ed. d'Oxf. , p. 1 14, Piop. 12. 
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de la troisième BC corame la troisième BC à la première AZ. Le 
cube de BC, que nous avons fait égal au nombre donne, sera 
donc égal au solide, dont la base est le carré de BZ et la hauteur 
AZ. Mais ce solide, qui a pour base le carré de BZ et pour hau- 
teur AZ, est égal au cube de BZ, plus le solide dont la base est 
le carré de BZ et la hauteur AB. Cependant, ce solide, ayant 
pour base le carré de BZ et pour hauteur AB, est égal au nom- 
bre donne de carrés. £n sorte que le cube de BZ , plus le nom- 
bre donne de carrés du méme, est égal au nombre donne ; 
et c'est ce que nous nous proposions de montrer. 

Cette espèce ne comprend ni variété de cas ni problèmes 
impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés 
de la parabole combinées avec cellesdelliyperbole. 

Cinquième espèce des six espèces d'équations trinómes qui 
restaient à étre discutées. a Un cube et un nombre sont égaux 

A 1)ES CARRÉS (**). » 

Représentons par la ligne AC (fig. 21) le nombre des carrés, 
et décrivons un cube égal au nombre donne. Que le coté de ce 



*) L'éqaation o;^ -fco?' — a = a toajours une racine réelle et positive, tandis que ses 
deux autres racines sont négatives ou imaginaires , et conséquemment négligées par l'algé- 
briste arabe. 

♦*)xvii, x^ + a=^cx^. AC = c,H =a. 

Of c,x sont considéfés comme des quantités positives. 

H>AC. I, H = ÀC... X<E 

< > _^ 

^ = H. . . kC'X^ = H ou ex' =a, donc cx^ <a + x^ 

2) of < H. . . kCx^ < E onex^ Kttf donc cx^ < a + x^ 

3) a; > H. . . x^ > kCx* ou x^ > cx^, donc x^+a> cx^. 
11 , H > AC. . . impossible par des raisons tout à fait analogues. 

Ili, H < AC, BC=H. . .BC >AB OU i/a > ^;carré BCDE=H"=a". 

GA , CE asymptotes de i'hyperbole equilatere DZ (flg. 21 , i }, DT 

(fig. 21, s, s), qui passe par le point D. 
A sommet , AC axe, BC paramètre de la parabole AT (fig. 21 , i ), 

AL(flg. 21,2), AK(flg. 21,»)- 
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cube soìt H. La ligne H ne pourra qu'étre ou égale à ta ligne 
AC, ou plus grande que AC, ou plus petite. Si H est égale à AC, le 
problème est impossible, parce qu'alors le coté du cube cherché 
sera nécessairement ou égal à R, ou plus petit, ou plus grand 
que H. Or, si le coté du cube cherché est égal à H, le produit du 
carré de ce coté en AC sera égal au cube de H , en sorte que le 
nombre sera égal au nombre de carrés, sans qu'on ait besoin 
d'ajouter àcelui-làlecube (cherché). Si le coté du (cube) cher- 26 
che est plus petit que H, le produit du carré de ce coté en AC sera 
plus petit que le nombre donne, en sorte que le nombre de car^ 

1) BC = ìLB (fig. 21, i)- • • BD = AB.BC; doDC D un point situé sur la circouférence 

de la parabole; Taotre poiut dont parie Tauteur aura pour abscisse (en 

prenantCpour orìgine) « = - e jl/'d +1 j et pour ordonnée y = 

2) BC> AB (fig. 21, s). . . BD > AB.BC; d*où il suit que la parabole passe en de^ 

du point D. — L'auteur dit encore que lorsque V^a> -c^ x doit étre 

s 

oomprìs entre e et V^ ; de l'équation proposée j;' + as=cjr' il suit ini- 

médiatement ex^ >x^ fm ^ <c; il reste donc à prourer que x > V^a, 
Obsenrons d'abord qu*il ne pourra étre question d'une rencontre des deax 

* — 2 * —2 

sections coniques que tant que V^a < -e , parce que de 1/7 T'-'C il suit 

o ^ 3 

27 a ^ 8 c^ > 4 c^ , ce qui rendrait Tintersection imaginaìre. Or on a 

= 3x { - e — x\f d'où il suit que, pour toutes les valeurs de 
dx ( 3 ) 

2 ^ - 

X comprìses entre et ^c^ex* — x^ décroltra avec x, Pour x = V^a > 

3 

puisque en mème temps e < 2 V^ , on trouve cx^ — x^ < a; donc pour 

3 

toutes les valeors de x plus petites que 1/7, cx^--^x^<afCe qu*il s'a- 
gissait de prouver. — Le cas du contact donne deux racines égales et posi- 

2 

ti?es a; = - e. 
3 

9) BC < AB (fig. 21, s). . . BD < AB.BC; la parabole passe au delà du point J), et ren- 
contre nécessairement l'hyperbole en deux points; ce qui suit aussi de ce 

que de W^ < - e on tire 4c'>32 a > 27 a. 
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rés sera plus petit que le nombre donne, sans qu'on ajoute'en- 
core quelque chose à ce dernier . Enfin, si le coté cherché est plus 
grand que H, le cube de ce coté sera plus grand que le produit de 
son carré en AC, sans qu'on ajoute encore le nombre à ce cube. 

Puis si H est plus grande que AC, rimpossibilité a lieu dans 
les trois cas à plus forte raison. Il est donc nécessaire que H 
soit plus petite que AC; sinon, le problème sera irapossible. 

Retranchons donc de AC la partie BC égale à H. La ligne BC 
sera ou égale à AB, ou plus grande que AB, ou plus petite. 
Qu'elle soit dans la première figure (fig. 21,1) égale; dans la se- 
conde (fig. 21, 2), plus grande; et dans la troìsième (fig. 21, 3), 
plus petite. Complétons dans les trois figures le carré DC, 
et faisons passer par le point D une hyperbole ayant pour 
asymptotes les lignes AC , CE. Ce sera dans la première 
figure la courbe DZ, dans la seconde et dans la troisième DT. 
Décrivons ensuite une parabole dont le sommet soit situé 
au point A, dont Taxe soit AC et le paramètre BC. Ce sera 
dans la première figure AT, dans la seconde AL, et dans la troi- 
sième ÀK. Les deux coniques seront connues de position. Dans 
la première figure, la parabole passera par le point D, parce 
que le carré de DBestégal au produit de AB en BC, d'où il 
suit que D est situé sur la circonférence de la parabole. Celle- 
ci rencontrera (l'hyperbole) encore dans un autre point, ce 
qu'on peut reconnaitre par la moindre réflexion. Dans la se- 
conde figure, le point D sera situé en dehors de la circonfé- 
rence de la parabole, parce que le carré de DB y sera plus 
grand que le produit de AB en BC; alors, si les deux coniques 
se rencontrent dans un autre point par contact ou par inter- 
section, auquel cas la perpendiculaire abaissée de ce point 
(sur AC) tombe infailliblement sur le segment compris enlre 
les deux points A et B, le problème est possible; sinon, il est 
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impossìble. Ce contact, ou cette iiitersection , ont échappé à 
rcxcellent geometre Aboùl Djoùd (*), en sorte qu'il déclara que 
si BC est plus grande que AB, le problème est ìmpossible; en 
quoi il s'est trompé. Cette espèce est aussi celle parnii les six 
espèces dont avait besoin Almàhani; de sorte qu'elle est 
connue. Dans la troisième figure, le point D est situé dans 27 
l'intérieur de la parabole , en sorte que les deux coniques se 
coupent en deux points. 

Dans tous les cas(**), abaissons du point de rencontre une 
perpendiculaire sur AB. Que ce soit dans la seconde figure TZ. 
Deméme, abaissons de ce point une seconde perpendiculaire 
sur CE; ce sera TK. Le rectangle TC seraégal au rectangle 
DC, et conséquemment ZC sera à BC comme BC à TZ. Or, 
TZ est ordonnée de la conique ATL, d'où il suit que son 
carré est égal auproduit de AZ en BC; donc BC à TZ comme 
TZ à ZA. Il en résulte que lesquatre lignes sont en proportion 
continue, à savoir : ZC à CB comme CB a TZ, et comme TZ 
à ZA. Le carré de la première ZC sera donc au carré de la se- 
conde BC comme la seconde BC à la quatrième ZA; et consé- 
quemment le cube de BC , qui est égal au nombre donne, sera 
égal au solide dont la base est le carré de ZC et la hauteur 
ZA. Ajoutons à tous les deux le cube de ZC. Alors le cube de 
ZC , plus le nombre donne , sera égal au solide dont la base 
est le carré de ZC et la hauteur AC, lequel solide est égal au 
nombre donne de carrés; et c'est ce qu'il s'agissait d'obtenir. 
On discuterà d'une manière analogue les deux autres cas , en 



*) Ce geometre était contemporain d'AlblroùDt. Voir raddition D, premier problème. 
**) Hyperbole : ZC:BC = BC:TZ 

Parabole : BC : TZ = TZ : ZA 



ZC : BC = BC : ZA, BC =zc . ZA 
ZC^+BC^=ZC^+Zc'. ZA=ZC'. AC ou ZC^+a=C.Zc\ a? = ZC. 
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observant que le troisième donnera nécessairement deux 
cubes comme solution du problème, parce quecbacune des 
(deux) perpendiculaires (abaissées des deux points de ren- 
contre que les deux coniques ont en ce cas) coupera de CA 
un coté d'un cube (qui satisfait à Téquation proposée) , ainsi 
qu'on vient de le démontrer. 

Il résulte de ce qui précède que cette espèce coniprend 
une variété de cas , et qu'elle renferme des problèmes impos- 
sibles {*). Elle a été résolue au moyen des propriétés de deux 
sections coniques conibinées d'une parabole et d'une hyper- 
bole. 

Sixième espèce des six espèces d'équations trinómes qui 
restaient a étre discutées : «Un cube est^gal a des carrés, 

PLUS des irOMBRES (**) . » 

Représentons le nombre des carrés par la ligne AB (fig. 22), et 
construisons un solide ayant pour hauteur AB et pour base un 
carré, et qui soit égal au nombre donne. Que le coté de sa base 
soit BC et perpendiculaire a AB. Complétons le rectangle DB, et 
faisons passer par le point C, qui est connu de position^ une hy- 
perbole ayant pour asymptotes les droites AB, AD^ à savoir la 
conique CEZ. Puis décrivons une seconde conique, une para- 
bole ayant son sommet au point B, et son axe sur le prolonge- 



*) L'équation x^ — cx^ -|- a = a toujoars une racine réelle et negatile, doDt l'auteur ne 
tient donc aucun conipte. Les deux autres racines soni positives ou imaginaires. Dèa qu*elles 
ne sont pas positives , le problème est « impossible ». Quant aux différents cas mentionnés 
par l'auteur, ils ont été dìstingués dans la note précédente. 

**) XVIII, ca;'+a = a;^ AB=c, AB.BC*= a. 

AB , AD asymptotes de riiyperbole equilatere CEZ qui passe par le point C. 
B sommet, BK axe, AB paramètre de la parabole BEH. 

Hyperbole : bc:ak=ek:ab , Bc': AK =ek': ab' 

Parabole : AB:EK = EK:BK, S*: AB = BK ; AB 



^-, BC\' AK = BK: AB, AK.BK = AB.BC' 

'' Ak' AB + AÌt\ BK = ÀK^ AB + AB . BC*ou IÌS^==C . AK+a, a;==AK 
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ment de AB, et dont le paramèt re soit AB. Ce sera la courbe BEH. 
Or ces deux coniques s'entrecoupent nécessairement. Que 28 
leur poiDtd'intersection soit E. Alors E sera connude position. 
Abaissons de ce point deux perpendiculaires ET, EK, sur 
AB, AD. Le rectangle E A sera égal au rectangleCA, et AR 
sera à BC conime AB à EK. Les carrés de ces cótés seront 
donc également proportionnels. Mais le carré de EK est 
égal au produit de KB en AB , parce que EK est ordonnée de 
la conique BEH; et conséquemment le carré de AB sera au 
carré de EK comme AB à BK. Le carré de BC sera donc au 
carré de AK comrae BK à AB ; d'où il suit que le solide dont 
la base est le carré de BC et la hauteur AB, est égal au solide 
dont la base est le carré de AK et la hauteur KB , à cause 
de la proportionnalité réciproque des hauteurs et des bases 
des deux solides. En ajoutant à tous les deux le solide dont 
la base est le carré de AK et la hauteur AB , le cube de AK 
sera égal au solide dont la base est le carré de BC et la hau- 
teur AB, que nous avons fait égal au nombre donne; plus 
le solide dont la base est le carré de AK et la hauteur AB, 
lequel est égal au nombre donne de carrés. Le cube de AK 
sera donc égal au nombre donne de carrés du méme, plus 
le nombre donne. 

Cette espèce ne renferme ni variété de cas, ni problèmes 
impossibles (*). Elle a élé résolue au moyen des propriétés de 
deux sections coniques corabinées, d'une parabole et d'une 
hyperbole. 

Après avoir aitisi termine la discussion des équations tri- 
nòmes , occupons-nous de celle des quatre équations quadri- 
nómes, dont chacune consiste dans une égalité entre trois 



*) L'équation o;^ — ed;' — a = admet toiijours une racine réelle et positive ; les deux 
autres racines sont toujours imaginaires. 
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le rectaogle BE, faisons passer par le poiiit D une hyperbole 
ayant pouf asyoiptotes les droites AB, AE, à savoir rhyper- 
bole ZDH. Décrivons ensuite une seconde hyperbole ayant 
sOn sommet au point D et son axe sur le prolongement de 
BD^ et dont le paramètre eC le grand axe soient égaux tous 
les deux à DCL Ce sera la courbe TDH. Cette conique coupera 
nécessairement la première au point D. Alors s'il est possible 
que les deux coniques se rencontrent encore dans un autre 
pointy le problème est possible; sinon^ il est impossible. Cette 
rencontre par contact (dans un point) ou par intersection, 
en deux points , dépend de ce qui est exposé dans le qua- 
trième livre du traile des Coniques. Or, nous avions proniis 
de ne nous en rapporter qu'aux deux (premiers) livres de cet 
ouvrage. Toutefois ceci ne touche en rien à notre promesse, 
puisque, pourvu que les deux coniques se rencontrent, il est 
indifférent que ce soit par contact ou par intersection. Remar- 
quez cela. La rencontre peut donc étre un contact ou une in- 
tersection ; mais si Tane des deux coniques coupé l'autre dans 
un autre point que 1), elle la coupera nécessairement en deux 
points (outre en D). 

Dans tous les cas, abaissons du point de l'intersection ou de 

la rencontre quelle qu'elle soit, disonsdu point H, deux per«- 
pendiculaires HM, KHL. Elles seront connues de position et 
degrandeur, puìsque le point H est connu de position. Alors 
le rectangle AH est égal au rectangle AD. Retranchoiis EM, qui 
est commun à tous les deux; il reste MD égal à EH; puis ajou- 
tons à Tun et a l'àUtre de ceux-ci DH; il résulte ML égal a £L; 
d'où il suit que les còtés j et de méme les carrés des cótés, de 
ces rectangles seront réciproquement proportionnels. Le carré 
(le AB sera donc au carré de BL comme le carré de HL au 
carré de LD; mais le carré de HL est au carré de LD comme 



1 
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CL à LD , ainsi qiie iious l'avons démontré pliisieurs fois (*). 
Conséquemment le carré de AB sera au carré de BL comme CL 
a LD; d'où il suit qiie le solide dont la hauteur est LD, et la 
base le carré de AB , est égal aii solide dont la base est le 
carré de BL et la hauteur LG. Mais ce secoiid solide est égal 
au cube deBL, plus le solide dont la base est le carré de BL 
et la hauteur BC, lequel est égal au nombre donne de carrés. 
Ajoutons de part et d'autre le solide dont la base est le carré 
tie AB et la hauteur BD, lequel nous avons fait égal au nom- 3 1 
bre donne. Le cube de BL, plus le nombre donne de carrés du 
méme et plus le nombre donne , sera égal au solide dont la 
base est le carré de AB et la hauteur BL , lequel est égal au 
nombre donne de còtés du cube de BL. Mais c'est ce qu'il s'a- 
gissait d'obtenir. 

Il est évident que cette espèce admet différents cas : quel- 
quefois on trouvera dans les problèmes qui en dépendent 
deux còtés correspondant à deux cubes, et quelquefois cette 
espèce, c'est-à-dire les problèmes qui en dépendent, n'auront 
pas de solution (**). Elle a été résolue par les propriétés de 
deux hyperboles. C'est ce que nous nous proposions de 
démontrer. 

Troisième espèce des quatre équations quadrinómes. « Un 

CUBE, DES CÒTÉS ET DES NOMBRES SONT ÉGAUX A DES CARRES (***). » 

Représentons le nombre donne des carrés par la ligne BE 

*) Yoir pages 35 et 37. 

**) L'équation rc^ -)- c^' — 6a; + ^ = ^ admet toujours une racine réelle et negative, né- 
gligée par rauteur. Ses deux autres racines sont ou imaginaires (alors le problème est « im- 

possible » ) , OQ pofiitives et égales ( a; = — - e + x- l^3ft + e' ... contact des deux hy- 
perboles), ou positives et inégales (intersection des hyperboles en deuxpoints, oufre D), — 
ce qui constitue la variété de cas mentionnée par Tauteur. 

♦**)xxi, x^ + hx + a^^cx^. ' BE = c, BC*=ft, BC*. AB = a. 
Rectangle HC = rectangle CA. — AE diamètre du cercle AZLNE. 
CZ, CM asymptotes de rhyperbole equilatere LHN qui passe par le point H. 

4 
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(fig. a 5), et faisons BC égale au coté d'un carré égal au nombre 
des cótés. Que BC soit perpendiculaire à BE ; construisons un 
solide ayant pour base le carré de BC et égal au nombre 
donne. Que la hauteur AB de ce solide soit placée sur le prò* 
longement de BE. Décrivons sur A£ le demi-cercle AZ£. 

Le point C sera situé, ou dans Fintérieur du cercle , ou sur 
sa cìrconférence, ou en dehors du cercle. 

Qu'il soit d'abord silué dans Fintérieur du cercle. Prolon- 
geons BC jusqu'à ce qu'elle coupé le cercle au point Z; com- 
plétons le rectangte AC, et construisons sur ZC un rectangle 
égal au rectangle AC^ lequel sera CH. Le point H sera connu 
de position, parce que le rectangle CH est connu de grandeur, 
que ses angles sont aussi connus de grandeur, et que la ligne 
ZC est connue de position et de grandeur. 

Ce point H sera à son tour situé^ ou dans Fintérieur du cer- 
cle, ou sur sa circonférence, ou en dehors du cercle. 

Qu'il soit d'abord situé dans Fintérieur du cercle. Faisons 
passer par le point H une hyperbole ayant pour asymptotes 
Ics droites ZC^ CM. Dans cette position elle coupera nécessai- 
rement le cercle en deux points. Que les deux points d*inter« 
section soient L et N; ils seront connus de position. Abais- 
32 sons de ces deux points deux perpendiculaires LK, NF sur 
AE, et du point L une perpendiculaire LT sur BZ. Le rec- 
tangle LC sera égal au rectangle CH, et CH est égal à CA. 
Ajoutons de part et d'autre CK. On obtiendra DK égal à TK. 
Conséquemment les cótés, et de méme les carrés des cótés, 

Hyperbole: LC = CH = CA, donc LC + CK = CA+CKoii TK = DK, donc 

LK*: ka'= ad': kb = ic*: kb' 

Cercle : iS*; Ka'= EK ; KA 

BC*: Kb'= EK : KA, Be'. KA = KB* . EK 
Kb'+ BC '. KB + BC '. AB = KB V^'- EK = KB* . BE 
OH KB +ft. KB + = C.KB^ X = Kb 
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de cesdeux rectangles serout r^ciproquement proportionnels. 
Mais le carré de LE^ est au carré de KA cornine £K à KA ^ à 
cause du cercle. Il suit donc nécessairement que le carré de 
BG est au carré de BK comme £K à KA ; en sorte que le 
solide doni la base est le carré de BC et la hauteur KA est égal 
au solide dont la base est le carré de BK et la hauteur K£. 
Mais le premier de cesdeux solides est égal au nombre donne 
de cótés du cube de BK, plus le nombre donne. Ajoutons de 
partet d'autre le cube de BK. Alors le solide dont la base est le 
carré de BK et la hauteur BE, lequel est égal au nombre 
donne de carrés du cube de BK , sera égal au cube de BK, plus 
le nombre donne de ses cótés et plus le nombre donne. Et de 
méme le cube de BF satisfera a la méme équation, en vertu 
de la méme démonstration, lorsque les deux points C, H tom- 
bent dans Tintérieur du cercle {*). 

Lorsque H tombe en dehors du cercle, et que nous décri- 
vons la conique , souvent elle rencontre le cercle par contact 
ou par intersection (c'est ce cas de cette espèce qui a été men- 
tionné par Aboùl-Djoùd dans la solution du problème dont 
nous parlerons tout a Theure) ; et dès lors la discussion re- 
vient à ce que nous venons d'exposer* Mais si la conique ne 
rencontre pas le cercle, décrivons toujours le rectangle sur une 
ligneplus petite, ou, dans Fautre cas, plus grande queZC(^^). 



I ! ■ I ■ ' ■ ' 



*) Yoici queis sont les cas distingiiés par ì'aateur : 

I^ C est situé dans riotérìeur du cerde 6' < oc. 

1) H est sitaé daos Tintéiieur da cercle a* + b*. V^ < i/a.bc. 

2) H est situé sur la circonférence da cercle a > + 6' . [/^c= \/a.hc. 

3) H est situé en dehors du cercle o * + 6' . l/c > i/a. he. 

11) C est situé sur la circonférence du cercle h^ z=i ac, 

IH) C est situé en dehors du cercle 6' > ac. 

**) Cesi parfaitement inutile. — « Dans Tautre cas », c*est-à-dire pour raccourcir le rec- 
tangle CH dans l'un ou l'autre sens.— Il semble quMci Tautenr, de méme qu'auparavant, dans 
la construction de HG sur une base terminée exactement par la circonférence du cercle, puis 

4. 
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ÀlorSy si la conique ne reiicontre pas le cercle, le problème 
est impossible. La déinonstration de son impossibilité consis- 
terà dans Tinversion de ce que nous venons d'exposer. Lorsque 
C tombe sur la circonférence ou en dehòrs du cercle, nous 
prolongeons CZ, et nous décrivons un rectangte ayant un de 
ses sommets au point C, et tei que, si l'on faisait passer par le 
sommet oppose au somniet C une hyperbole de la manière 
33 indiquée ci-dessus, elle rencontrerait le cercle par contact ou 
par intersection. On reconnait cela au moyen de quelques es- 
sais successifs , en employant un cas de cette règie facile, que 
je ne reproduìs pas ici, afin de laisser unexercice aux lecteurs 
de ce Mémoire. Car celui qui ne serait pas assez fort pour 
trouver cela lui-méme ne comprendrait rien à ce traile, fonde 
sur les trois ouvrages mentionnés ci-dessus. 

Nous démontrons Timpossibilité des cas impossibles de 
cette espéce, par l'inversion de la démonstration que nous 
avons donnée pour les cas possibles. Pour cet effet, nous 
consta tons d'abord que le coté du cube doit nécessairemeht 
étre plus petit que EB, qui représente le nombre donne des 
carrés (*), parce que, si le coté du cube était égal au nombre 
donne des carrés, ce cube serait égal au nombre donne de 
carrés du méme, sans qu'on ajoute encore au premier quelque 
autre choseen fait de nombre ou de cótés du cube; et si le 
coté du cube était plus grand que le nombre donne des carrés, 
le cube lui-méme serait déjà plus grand que le nombre donne 
de carrés du méme^ sans qu'on ajoute encore quelque chose 



Hans la règie qii'il va donner anssUdt, a siiWi les traces d*une disciission donnée par ce ma- 
tliématicien, qui, de Taveu de Tauteur, s'était occupé antérieurement de cette équation. Mais 
à la fin, Alkhayy&ml, comroe on verrà, rejette toutes ces particalarilés inuliles, et leur sub- 
stitue une règie qui ne contieni en effet que ce qui suffit et ce qui est nécessaire. 

*) Sì Ton avait x T" e , il s^ensuivraìt x^~r cx^ et x^ + bx + a > ex* ; de sorte que , 
pour que l'cquation x^ -i- bx + a = cx^ puisse subsistcr, il faut qn*on alt x < e. 
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à ce cube. Il est donc démontré que le coté du cube doit étre 
plus petit que B£. Conséquemment coupons deBE une partìe 
BF égale au coté du cube, et menons de F une perpendiculaire 
(à BE) jusqu'à la circonférence du cercle. Puis, intervertissons 
la démonstration proposée ci-dessus : il resulterà que le som* 
met de la perpendiculaire sera situé sur la circonférence de 
l'hyperbole (*), dont on avait dit qu'elle ne peut cencontrer 
le cercle. Mais cela est absurde. 

Cependanty puisque je suis d'opinion que ces essais pour- 
raient sembler incommodes à quelques-uns des lecteurs de ce 
Mémoire, je vais rejeter tout ce procede, et proposer une règie 
indépendante de ces essais. Elle consiste à cdustruire sur une 
lìgne (de longueur) arbitraire, prise sur le prolongement de 
BC, quelle que soit d'ailleurs la position du point C, en 
dehors ou en dedans du cercle, un rectangle ayant un de ses 
sommets au point C et égal au rectangle AC, les cótés duquel 
rectangle seront infailliblement connus de grandeur et de po- 
sition. Ensuite, à faire passer par lesonimet oppose ausom- 
met C une hyperbole ayant pour asymptotes ZC, CM, la der- 34 
nière de ces deux lignes étant la perpendiculaire (à ZC) au 
point C. Alors, si la conique rencontre le cercle par contact 



*) Eneffet, puisqu'on a?ait suppose qiieBF représeote le coté du cube demandé, od a 
^+ BC ' BF + BC'. AB = BE . BF = BF + BF*. FÉ; donc BC . BF + BC* . AB =!«''. FÉ 
cu BC . AF = BF . FÉ, et conséquemment BC : BF = FÉ : AF. Mais on a dans le cercle 

Sf*: fa'= fe : af. donc'wF': fa*=^*:"bf*= ad : bf'cI nf . fb = fa . ad ou 

SF = DF, par coDséquent SF _ CF = DF ^ CF ou NC == CA = CH; d'où il suit que N est 
situé sur la circonférence d*une hyperbole qui passe parH, et qui a ZC, CM pour asymptotes. 

A l'occasion des autres espèces qui présenlent des cas « impossibles » , Tauteur s*est 
toujonrs borné à remarquer que Tìmpossibilité a lieu lorsqne les deux coniques qui construi- 
sent le problème ne se rencontrent pas , sans le prouver. La démonstration qu'il indique icì 
irait, avec quelques diangemeuts, aux autres cas semblables ^ de sorte qu'on la peut suppo- 
ser donnée une fois pour toutes. 

J'ai signalé (addition D , premier problème) une semblable démonstration donnée par un 
autre geometre arabe. 
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ou par intersection, le proWèìiie est possible; sinoii, il est 
impossible. La démonstration de l'tmpossìbilité sera celie que 
j'ai présentée ci-dessus. 

Un geometre qui avait besoin de cette espèce là résoiut ef- 
fectivément, si ce ii'est qu'il ne démontra paà la variété de ses 
cas, et qu'il ne lui vint pas a l'esprit que quelquefois la solu- 
tion est impossible, ainsi que nous l'avons démontré. Dooc, 
remarquez cela, et remarquez surtout la seconde règie relative 
à la construction de cette équation , et à la distinction des cas 
possi bies d'avec les cas impossibles. Cette espèce a été réàolue 
au tnojetì des pit)priétés du cercle combinees avec celleà de 
rhyjpèrbole ; et c'ést ce que nous nous proposions d'expliquer. 

Voici le problème qui obligea un des géomètres modemes 
à chercher la solution de cette espèce (*) : Diviser dìx en deux 
parties, de sorte que la somme des carrés des deux parties, 
plus le quotient de la partie majeure par la partie mineure, 
soit égale à soixante-doUze. Or il posa une de^ deux parties 
égale à « chose »^ et l'autre égale à dix moins chose^ ainsi que 
c'est la coutume des àlgébristes dans les exemples qui présen- 
tent de semblables pàrties. Alors Temploi des opérations al- 
gébriques conduit à un cube plus cinq en nombre et plus 
treize et demi de ses cótés égalà dix carrés. Dans cet exemple, 
les deux points C, H tombent exactement dans Fintérieur du 
cercle; et ce geometre excellent résolut le problème, qui 
avait resistè aux efforts de tous les mathématiciens distingués 

de riràk, du nombre desquels était Aboù Sahl Alqoùhi (**), 

- -— ■ — •-' 

*) (IO — xy + x^ -] = 72, Oli a;^ + 13 - « + 5 = IO jf' ; les racines soDt 

j; = 2y a; = 4 ±: A 1^74. Les deux points C, H tombent tous les deux en dehors du cer- 
cle ; Tassertion contraire du texte doit donc etre attribuée à une fante de copie commune 
par liasard aux deux manuscrits, ou à une erreur momentanee de Tauteur. 
**) Ce surnom n Alqoùlii » est expliqué dans le Qiidb Alfihrìsty par les mots tyò \ ^ 
«Ll^ kJs J^C^- ^^"i" ^^^ détails concernant la Vie de ce geometre , je me borne à ren- 
voyer à Casiri, lom. I, p. 441-444, et AboUl Faradj, ed. de Pococke, p. 329. Maisje com- 
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que Dieu soit miséricordieiix envers eux! — si ce u'est quel'aii- 
teur de cette solution, que Dieu lui soit favorable! tout illustre 

pléterai ce qa'on trouve dans Casiri au sajet des ouvrages d'àlqoAhl. Eo voici d'abord le ca- 
iàìogue 9 exXnAì dtt QUdb AlfthrUt : 

I) Tratte des ceutres des insfriiments (vJl^X^t ; le texte de Gasili et le Ms. du Tàrlkli 

al Hoq. de la Bibl. nat. porìenijSz], « des sphères •), qu'il laissa iuacbevé. 

3) Traité des ét^inentoàU manière de rouvrageld*£ucIide(/^jJiil! ^^b:^ jss^ ^^; 
le texte de Casir! porte ir'*^^^ ^JlJ^y^ ^io , et le Ms. dii Tàrikli al Hoq. ^Ia 
^XjSì vJl^l^. »^ ; tous les deux ajoutent encore à cet ouvrage qa*il resta inache?é). 

3) Traité du compas |>arfait; deux livres. 

4) Traité de l'art de construire des aslrolabes, avec démonstrations; deux lì?res. 
5} Traité de la détermination des points sur des lignes. 

6} Traité an sujet des logiciens relati?ement à la combioaison conti oue des óeai roouve- 
meiits, à la défeose de Tliàbit Ben Korrah. 

7) Traité des centres des cercles situés sur des lignes^ suìTant la métbode de l'analyse , 
sans synthèse. 

8) Traité de la construction des deux lignes en proportion. 

9} Traité des cercles qui se toucbent, suivant la méthode de l'analyse. 
10) Traité des additions au second li?re d'Archimede. 

II) Traité de la détermination du coté de l'heptagone inscrìt au cercle. 

Quant aux ouvrages 7 et 9, j'ai rencontré, dans un Ms. de la Bibl. nationale , un méoioire 
d'Alqoùht, intitiilé : « Des centres de cercles qui se touchent, situés sur des lignes ». Alqoùhl 
y résoat soecessiTement les problÀmes sui?ants : Construire un cercle passant par deux points 
donnés — ou tonchant deux droiles données — ou passant par un point donne et toucbant 
une droite donneo — et dont le centro soit situé sur une droite donneo; conslr. un cercle 
passant par un point donne et touchant une droite donneo — ou toucliant une droite donuée 
et un cercle donne — et dont le centro soit situé sur une courbe quelconque donuée; constr. 
un cercle passant par un point donne et toucbant un cercle donne, et dont le centro soit situé 
sur une droite — puis sur une courbe quelconque donneo ; enfio, constr. un cercle dont le 
centro soit situé sur une courbe quelconque donnée, et touchaut deux cercles donnés. A la liii 
de oe mémoire, l'auteur ajoiite : « Avant de prendre connaissance du traité d'Apollonius sur 
les sections coniqoes, bovs aTions résoln un des cas spédaux de ce problème, lequel ne con- 
diiit pas à des sections ooniques. Cest colui od la ligne connue de posilion est une partie de 
la eiroonférence d'un cerele , tandis que les centres des trois cercles sont situés sur la memo 
droHe. Housen avonsfalt mentioo, ainsi que de quelques-unes de ces propositions, dans no- 
Ire traité analytique, lequel nous avons intitulé de mAme : «Des centres de cercles qui se tou- 
ctient, sitnés sur desfignes». Mais nous n'en avons pas parie ici, parco quo cela renlre dans les 
principes des suMivisions, et quo si nous a?ions voulu nous occuper des subdivisious et des 
spéetfications, et de la synthèse et de Ténumération des difTérents cas des posilions des points 
saiTaivt la méthode eD4>loyée par Apolionins dans un de ses ouvrages , notre traité se serait 
trop étendu. Mais nous esi)érons pouvoir encore traiter à fond cet objet , sì telle est la vo- 
lonté de Dieu. » 

Quant à l'ouvrage 5 , c'est probablement le mémoire d'Alqoùlit , dont une copie se trouve 
dans le mème Ms. de la Bibl. nat., où il est intitulé « Traité du problèmede iiiener d'un point 
donne deux lignes renfermant un angle donne». Il y est question de mener ces deux lignes 
de sorte qu'elles aboutissent à une droite donneo de position, et que le rapport — ou le prò- 
duH des deux segments interceptés enlre le point donne et la droite donnée ^ ou que Taire 
du trtaugle produit — ou que la base de ce trianglc — ou que la somme des carrés des deux 
segments — ou que la somme de ces segments — ou leur difréreiice — soit de grandeur don- 
née. Pois Alqoùhl tésottt Ics quatre pn*miers cas en siipposant que la Jigue donnée de posi - 
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et tout habile mathématicien qu'il était, ne con^ut pas l'idée 
de ces différents cas, bien que parmi les problèmes de cette 

tion n*e8t plus droite , mais une circonféreoce de cercle. Si le sujet de ce mémoire corres- 
pond assez au titre de l'ouvrage 5 , bod titre ressemble encore plus parfaitement à celui de 
I ouvrage 8 » qui cependant indìqne peut-étre ud mémoire sur la construction des deux 
moyennes proportionnelles. 

Quant à l'ouvrage 10, que Casiri a pris pour une addition faite au traité d'Archimede sur 
les conoides et les spliéro'ides — en quoi il s'est trompé — je n'ai qu'à renvoyer anx addi- 
tions jointes à la Un de cette traduction. J'ai rendu compie dans l'addition C de ce que con- 
tenait ce mémoire d'Alqoùht. 

Quant à l'ouvrage 4, il enexiste une copie dans un Ms. de la bibliotbèque de Leyde; elle y 
occupo TÌngt-boit pages, etest suivie d'un commentaire. 

Quanta l'ouvrage 3, la bibl. de Leyde eu possedè également une copie, cotéen** 1126 du ca- 
talogne de 17 1 6, mais que je n'ai pas eue sons les yeux : cependant j'ai examiné un petit mé- 
moire d'un Ms. de la fiibl. nat. qui traite du méme sujet, et dans lequel on cito Alqoùht et 
Albtroónt. Ce petit traité fut compose pour le célèbre sultan Almaliq Alnftcir SeldhEddtn 
Aboùl Mozhaffir loù^uf ben Ayoùb, par Mobammed ben Alho^aìn ben Mohammed ben Albo^'in . 
— Voici quel est le principe de cet instrument imaginé par les géomètres arabes pour décrìre 
les sections coniques par un mouvement continu. Supposons un cAne coupé par un pian, dé- 
signons par a l'angle géoérateur du còne , par p l'angle que fait l'axe do cdne avec le pian 
coupant , par K la parile de l'axe comprise entro le somme! du cdue et le pian coupant. 
£n désignant par P et A le parametro et le grand axe de la section produile, on aura 

sin a . cos a . „ , . , « „ ^^ ^ •. . 

sm p. Réciproquement , A, P, K etani donnea, 



^stga.smp, - = d: 



jj^ -^ . . j^ cos'a — cos*p 

on pourra délerminer a et p. En effet, posant pour abréger 

I 



^i-. 



= '• (É) +'=•• 



on aura 



co8*a+ (p . <j— 1) cos'a — p = o, 8inp=- 



cotg a 



on volt dès lors que a el p peuvenl ótre déterminés par de simples constructions géométriques. 
Je donne ci-contre un dessin de l'instrument arabe. Après avoir déterminé a et p au moyen 

des elemento (A, P) de la conique qu'il s'agii 
de décrire , en prenant K égal à la longueur 
ca, faisons l'angle gab = p , l'angle bcd=(t. 
Puis pla^ns gh sur la direction du grand axe 
de la conique que nous nous proposons de dé- 
crire, et la pointe/du crayon sur le sommet 
de celle conique. On reconnatt sur-le-cbamp 
que, si le crayon e/ peut glisser librement 
dans le tuyau ^, et s'allonger pour ainsi dire 
sans cesse de manière à rester constamment 
applique au pian du papier sur lequel on a place 
l'instrument, taodis que le coté cb toume au- 
tour de lui-méme dans la capsule fixe ab fon 
reconnall , dis-je , qu'alors qf n'est en effet 
aulre cliose que l'aréte d'un cdne doni ca est 
l'axe, et qui est coupé par le pian du papier 
sur lequel la pointe /tracera la conique de- 
mandée. Je ne puis ici rendre un compie de- 
taillé de la manière doni le geometre arabe 
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espèce il y en ait d'impossìbles. Ce geometre excellent était 
Abolii Djoùd ou Alchanni Q. Dieu seul connait la vérité. 
Quatrième espèce des quatre équations quadrìnómes. « D£S 

NOMBRES, DES COT^ ET DES CARRI^S SOUT ÉGAUX A. VJX CUBE (^^). » 35 

Faisons B£ (fig. a6) égale au coté d'un carré égal au nombre 
des cótésy et construisons un solide ayant pour base le carré 
de BE, et égal au nombre donne. Que la bauteur de ce solide 
soit AB, et perpendiculaire à B£. Plafons BC égale au nombre 
des carrés sur le prolongement de AB, et complétons le ree* 
tangle A£. Donnons à B£ le prolongement £M d'une longueur 
quelconque, et décrivons sur cette droite EM qui est donnée, 
un rectangle égal à AE. Que ce soit le rectangle EH. Le point H 



détennine a et p. Mais toìcì du moins sa constroction an cas de la parabole. Il iM'end 

AC =: iP, CB = ÌK, et détermine E de sorte 
qu'en conpant un demi-cercle décrìt sur AE 
comme diamètre par une perpendiculaire CD, 
on ait DB = CE (ce qui revient à construire 
réqoatioD du 2* degré a;' — i Pa;— i K=o). 
Ensuite il décrit sur EC un demi-cercle qu'il 
coupé au point Z par on are décrit du cen- 
tro C et du rayon CB. En prolongeant CZ jns- 
qu'à T, de sorte que ZT=ZC, et joignant TE. 
on aura angle CTE = a, angle TCE = p, qui 
dans le cas de la parabole est ausai égal à a, et 

CT=K. En effet, on a zc'+ Ze'= CÈ*= BD*= BC*+ CD*= ZC + CD; doncZE*= CD*= 

AC ZC ZE - P P 

AC . CE» et conséquemment — . — = — ou 7— . cotg a = sin a ou -r = sin a . tg a ; 

ZC ZE CE 2 K. K. 

c. q. f. d. 
*) Yoir le Louhb ÀlUnOdb de SoyoùU, ed. de Veth, voi. I, pag. \ÒW, 

**) XXII, cx^ + bx+a=:sx^, BE = b, Be\ AB = a, BC = e. 

Bectangle HE= rectangle EA. 

EM , ES, asymptotes de l'hyperbole equilatere HTK qui passe par le point H. 
C sommet, CN axe, AC parametro de l'hyperbole equilatere LCT. 
Hyperbole HTK. . . TE = HE = EA, TE+EN = EA + EN ou TB = AS 

In : TN = HB *: sn *= Si*: ii' 

Hyperbole LCT . . . TN = ne . AN ou AN *: TN = AN : NC 




Nfi : BE = AN : NC, BE. AN=NB.NC 
BE* AB 4- be'. NB + nB'. BC =Nb! NC+Nb! BC = NB^ 
ou a + ^. NBH-C. NB = NB, a;=:NB. 
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sera alors conuu de position. Faisous passer par H une hy- 
perboieayant pour.asymptotes EM,ES; ceserà la courbe HTK. 
Elle sera connue de position. Ensuite, décrivons une seconde 
hyperbole ayant son sommet au point C, son axe sur le pro- 
longement de 6C, et son paramètre et son grand axe égaux 
tous les deux a AC. Ce sera la conique LCT. Elle sera connue 
de position, et coupera infailliblemenl; la conique HTK. Que 
cette intersection ait lieu au point T. Alors T sera connu de 
position. Abaissons de T deux perpeodiculaires TZ, TN sur 
BC, BM. Elles seront connues de grandeur et de position, et 
TE sera égal a EH, qui à son tour est ég/al à £À. Ajoutons à 
tous les deux EN; on aura AS égal à TB. Les cótés deces deux 
rectangles seront donc réciproquement proportionnels, et il 
en sera de iuéme pour les carrés de ces còtés. Mais le carré de 
TN est au carré de AN comme NC à AN, ainsi que nous l'a- 
vons démontré plusieurs fois (*), en vertu de l'hyperbole LCT. 
Conséquerainent le carré de BE sera au carré de BIN comme 
NC à NA; et le solide ayant pour base le carré de BE, et pour 
hauteur AN , sera égal au solide ayant pour base le carré de 
BN et pour hauteur CN. Mais le premier de ces deux solìdes 
est égal au solide dont la base est le carré de BE et la hauteur 
AB, lequel nous avons fait égal au nombre donne, plus le 
solide dont la base est le carré de BE et la hauteur BN, lequel 
est égal au nombre donne de còtés du cube de BN. Ajoutons 
de part et d'autre le solide dont la base est le carré de BN et 
la hauteur BC, lequel est égal au nombre donne de carrés du 
cube de BN. Alors nécessairement le cube de BN sera égal au 
nombre donne de ses carrés , plus le nombre donne de ses 
36 còtés, et plus le nombre donne. Mais c'est ce qu'il s'agissait de 
démonlrer. 

*) Yoir pag. 49, lig. 1 . 
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Cette espèce ne présente ni variété de cas ni problèmes 
impo^ibles (*). 

Après avoir termine t'examen des quatre équations quadri* 
nòmes, diecutofìs les trois espèces dont chacune est composée 
de deuK termes qui sont posés égsiuxà deux autres termes. 

Premiere espéce des trois équations quadrinòmes qui res- 
tent. «Un gub« et des caum^ sont ìcacx a des €Ótés et un 

NOMBRE (**}. » 

Faiisons BD (fig. ^7) égale au coté d'un carré égal au nombre 
donne des cótés, et CB égale au nombre donne des carrés. 
Que CB soit perpendiculaire à BD. Oonstruisons un solide 
ayant pour base le carré de BD, et égal au nombre donne. 
Que la hauteur de ce solide soit S. La tigne S sera ou plus 
grande ou plus petite que BG, ou égale à BC. 

Que d'abord S soit plus petite que BG (fig. ^7, 1 ). Prenons sur 
BC un segment AB égal à S , complétons AD, et prenons snr 
le prolongement de BD une longueur qudconque DZ. Décri- 
vons sur DZ un rectangle ^al à A D, lequel soit ED. Le point E 
sera connu de position, et les eòtés dti rectangle ED seront 
tous connus de position et de grandeur. Faisons passer par le 
point E une hyperbole ayant pour asymptotes ZD, DO. Ce 



*) L'éqiialioo x^ —cx^ — hx^a = Oh toujoars une Tacine réelle et posìtite ; les deux 
aatres racùies sont eu imagifiaires ou négaiires» et <M«8éqiieiiiiinnt n'exìstent pai poar 
i*a]gébriste arabe. 

**} xxui, x^+cdb^=^hx + a. ^*=6, BC = c, BD*. S — o. S = BC. 

1 ) i5 < BC (flg. 27, t ) , AB = S. — Bectaogle ED = rectangle AD. 
DZ, DO, asymptotes de l'hyperbole equilatere EH qui passe par le point £. 
A sommet, AB aie, AC parametro de l'hyperbole equilatere AHT. 
Hyperbole EH... HD=^ED = AD, HD + DK = AD -4- DK on SB =3 AM 

HK*: £à= mk*: S^= ii*: kb' 

. . — ^* — * 

Hyperbole AHT. . . HK : KA =r CK : AR 

"bd": kb = ck : ak, "kb*. ck = bd'. ak 

KB^-'kb'. BC='bD , KB+^*. AB ou KB+C.KB= ft.KB+flr, a; = KB.^ 



i 
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sera la conique EH^ et cette courbe sera connue de positìon. 
DécrivoDS ensuite une seconde hyperbole ayant son sommet 
au point A, son axe sur AB, et son paramètre et son grand axe 
égaux tous les deux à AC. Ce sera la conique AHT, et elle 
coupera nécessairement l'autre conique. Que cette intersec- 
tion ait lieu au point H. Alors H sera connu de position. 
Abaissons de H deux perpendiculaires HK, HL. Toutes les 
deux seront connues de position et de grandeur, et le rec- 
tangle HD sera égal a ED, lequel à son tour est égal a AD. 
Ajoutons le rectangle commun DK. Le rectangle HB sera égal 
à AM. Il s'ensuit que leurs còtés et les carrés de leurs còtés 
seront réciproquement proportiounels. Mais le carré de HK 
est au carré de KA comnie CK à AK, en vertu de Thyperbole 
AHT, ainsi que nous l'avons démontré plusieurs fois. Consé- 
quemment le carré de BD sera au carré de KB comme CK a 
AKy et le solide dont la base est le carré de BD et la hauteur AK 
37 sera égal au solide dont la base est le carré de BK et la hauteur 
CK. Mais ce second solide est égal au cube de BK, plus le solide 
ayant pour base le carré de BK et pour hauteur fiC, lequel est 
égal au nombre donne de carrés. D'un autre coté, le premier 
des deux solides est égal au solide ayant pour base le carré de 
BD et pour hauteur AB, lequel nous avons fait égal au nombre 
donne, plus le solide ayant pour base le carré de BD et pour 
hauteur BK, lequel est égal au nombre donne de còtés du cube 
de BK. Conséquemment le cube de BK, plus le nombre 
donne de ses carrés, est égal au nombre donne plus le nombre 
donne de ses còtés. Et c'est ce qu'il s'agissait d'obtenir. 
Lorsque S est égale à BC (*), BD sera le coté du cube cher- 

^ _ _ I ^ ^ 

*) 2) S = BC. ..a?=BD. Démonstr.BD*, BD = BD OU d.BD= BD 

BD . BC = BD • S Oli C.BD = a 



3 , a , 

couséquemmenl BD + e . BD = 6 . BD + a. 
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che. Dénionstratìon. Le solide ayant pour base le carré de BD 
et polir hauteur aussi BD, et qui représente le nombre de co- 
tés du cube de BD^ est égal au cube de BD. Et le solide ayant 
pour base le carré de BD et pour hauteur BC, et qui repré- 
sente le nombre donne de carrés du cube de BD, est égal au 
solide ayant pour base le carré de BD et pour hauteur S, qui 
représente le nombre donne. Conséquemmentlecube deBD, 
plus le nombre donne de ses carrés, est égal au nombre donne 
plus le nombre donne de cótés. Et c'est ce qu'il s'agissait d'ob- 
tenir. Mais on reconnaitra aisément que dans ce cas il y aura 
aussi égalitéen tre le cube de BD plus le nombre donne, et le 
nombre donne de carrés plus le nombre donne de cótés de ce 
cube ; en sorte que cette espèce rentre dans la catégorie de la 
troisième espèce, laquelle est : « Un cube et des nombres 
sont égaux à des carrés et des cótés. » 

Lorsque S est plus grande que BC (fig. a'j, 2), nous faisons 
AB égale à S, et faisons passer la seconde hyperbole par le 
point C, eu' prenant son paramètre et son grand axe, tous 
les deux égaux à AC. Elle coupera nécessairement l'autre 
conique, le coté du cube sera encore BK, et le reste de la 
construction et de la démonstration est analogue à ce qui 
précède, si ce n'est que le carré de HK sera au carré KA 
comme AK a KG (*). 

Il a été démontré que cette espèce présente des formes et des 



Mii8 en méme terops BD + a = c.BD + ^ BD, ce qui rentre dans la catégorie de Téq. 23) 
x* + a = cx* + hx. 

*) C'est-àdire qae les points A et C, tels qirils étaient dans la première figure, ont, si 
ì*on veut f échangé lenrs rdles. Mais en réalité la démonstration donnée ci-dessus s*appllque 
rlgooreusemeut aussi à la seconde figure, et Ton aura par rapport à celle-ci, comme aupara- 

vant, UK : KA. = CK : AK. ^ Le fait est que récllement rien n*est changé dans les deux 
coniques qui construisent Téquation; seulement Tiuterseciion considérée lei se fait sur 
l'aotre branche de la seconde hyperbole. On peut passer du premier cas au second en 
faisaut mouvoir A sur fiC vers C et jusqu*au delà de C ; lorsque A et C coincident (S z=BC) , 
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BE. Ajoutons de pari et d'autre le solide doni la base est le carré 
de BD et la hauteur B4, lequel nous avoiis fait égal au nom- 
bre donne. Alors le cube de BE, plus le solide dont la base est 
le carré de BD et la hauteur BE, lequel est égal au nombre 
donne de cótés du cube de BE, sera égal au nombre donne de 
carrés du méme, plus le nombre donne. Et c'est ce qu'il s'a- 
gissait d'ob lenir. 

Lorsque S est égale à BC (*)j BC sera le coté du cube cher- 
ché. Démonstration. Le cube de BC est égal au nombre donne 
de ses carrés, et le solide dont la hauteur est BC, et la base le 
carré de BD, est égal au nombre donne, et égal aussi au nom- 
bre donne de cótés du cube de BC. Conséquemment le cube 
de BC, plus le nombre donne de ses cótés , est égal au nombre 
donne de ses carrés plus le nombre donne. Mais ce cas rentre 
aussi dans la catégorie de la troisième espèce, parce que le 
nombre donne de cótés du cube de BC est égal au nombre 
donne, en sorte que le cube de BC, plus le nombre donne, 
est égal au nombre donne de carrés plus le nombre donne de 
cótés de ce cube. 

Lorsque S est plus grande que BC (fig. a8, 2) (**), faisons BA 
égale a S, et décrivons le cercle sur AC comme diamètre. Alors 

*) 2) S=sBC...a;=BC.Démoiw/r.BC=BC.BC* ou BC = c.Bc' 

BD . BC = Bd\ S ou &.BC = a 



conséquemment BC -f- ^ • BC = e . BC ^- a. 

Mais en méme temps bC + a = c.BC -f^'BC, ce qni rentre dans la catégorie de Véq. 35) 
x^ '\'a = c.x^ + b.x, 

♦♦) 3) S > BC (fig. 28,«), AB = S. 

Hyperbole : AD = KD, AD — ED = KD .-. ED ou EZ = BR 

kì': ea*= za*: bè = bd*: be* 
Cercle : ke': ea = EC : ea 



bd:be=ec:ea, be.ec = bd.ea 
bì = bd*. ea+bè! bc, be^bd! eb = bd\ ab+bc. ìè 

ou BE + 6.BE = a + c.BE, a;=BE. 
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rbyperbole qui passe par le point A coupera le cercle au 
point K, comme nous Tavons déroontré. Abaissons du point 
R deux perpendiculaires KE, KM, ainsi que nous Tavons fait 
dans la figure précédente. EB sera le coté du cube cherché, et 
la démonstration est comme auparavant. Nous retranchons le 
rectangle commun ED; les cótés des deux rectangles £M, £Z, 
ainsi que les carrés de ces còtés, seront réciproquement pro- 
portionnels, et la démonstration sera absolument analogue à la 
précédente, sans rien y changer. 

On yientde démontrerque cette espèce présente desformes 
et des cas difFérents, et qu'unede sesformes rentre dans la 40 
catégorie de la troisième espèce. L'espèce actuelle ne donne pas 
lieu à des problèmes impossibles (*), et a été résolue au moyen 
des propriétés du cercle et d'une hyperbole. 

Troisième espèce des trois équations quadrinómes qui res- 
faient. « Un cube et des nombres sont éga.ux a des cótés et 

DES GA.RRÉS (**). » 

Faisons BC (fig. 29) égale au nombre des carrés, et BD per- 
pendiculaire à BC , et égale au coté d'un carré égal au nombre 



*) L'équation x^ — cx^ + bx^a^O a toujours one racine réelle et positive. Dans les 
cas 2) et 3)» lorsque 7 T^ e, les deux autres raciDes sont imaginaires ; mais dans le pre- 

mier cas, - <c, elles peuvent étre positives, en sorte que Téquation alors aura trois racines 
ù 

pasitives. Il est bien à regretter qu*une cìrconstance aussi importante ait pu échapper à 
l'auteur. 

s a < 

*♦) XXV, x^ + a=cx^ + bx. BC = C, BD=6, BD.S = a. S = BC 

I) S < BC (Og. 29, t), AB = S. 

BD, DZ, asymptotes de l'hyperbole equilatere HAT qui passe par le point A. 

C sommet, CE axe, AC paramètre de l'hyperbole equilatere XML. 

Hyperbole HAT... DA=DM, DA— Zn4-AM=:DM~ZN + AM 00 NE=ZB 

—.a ——a a ——a —a a 

ME : EA = OE : BE = DB : BE 

Hyperbole XML... ME^: ea'= ce : EA 



BD* : BE*= CE : EA, BE * CE = BD*. EA 
BE * BC + BE *. CE OU BE *= BE *. BC + BD *. EA 

^ +"bD . AB =^' . BC + BD . BE ou BE + a = C.BÌ*+ 6.BE, ap c= BE. 

5 
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des racines. Construisons un solide ayant pour base le carré 
de BD, et égal au nombre donne. Que la hauteur de ce solide 
soit S. La ligne S sera, ou plus petite que BC, ou égale à BC, 
ou plus grande que BC. 

Que d'abord S soit plus petite que BC (fig. ag, i). Prenons 
sur BC un segment BA égal à S, complétons BZ, faisons pas*^ 
ser par le point A une hyperbole ayant pour asymptotes BD^ 
DZ, laquelle soit la conique HAT, et décrìvons une secónde 
hyperbole ayant son sommet au point C, son axe sur le prolon* 
genient de BC, et son paramètre et son grand axe égaux tous 
les deux à AC. Cette hyperbole^ qui sera KCL, coupera infailli- 
blement Tautre conique. Que Tintersectìon des deux conìques 
KCL et HAT ait lieuau point M. Le point M sera connu de pof 
sition, parce que les deux coniques sont connues de position. 
Abaissons de ce point deux perpendìculaires MN^ £MO. Elles 
seront connues de position et de grand eur, le rectangle DA 
sera égal au rectangle DM ; et, par les raisonneoients que prece- 
demment nous avons employés plu^leurs fois.,,on trouvera NE 
égal à ZEy et conséquemment les cótés de ces. deux réctangles 
et les carrés de leurs cótés seront réciproquement propor- 
tionnels. Mais le carré de ME est au carré de £A comme CE 
à £A, en vertu de l'hypérbole KCL. Conséquemment le carré 
de BD sera au carré de BE comme CE à EA, et le solide dont 
la base est le carré de BD et la hauteur EA sera égal au solide 
dont la base est le carré de BE et la hauteur CE. Ajoutons à 
tous les deux le solide dont la base est le carré de BE et la hau- 
teur BC, lequel représente le nombre de carrés du cube de 
BE. Alors le cube de BE sera égal au nombre donne de ses 
carrés, plus le solide dont la base est le carré de BD et la hau- 
41 teur EA. Ajoutons de part et d'autre le solide dont la hauteur 
est BA et la base le carré de BD, lequel nous avons fait égal au 
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iiombre donne. li resulterà que le solide dont la base est le 
carré de BD et la hauteur BE, leqnel est égal au nombre donne 
de cótés du cube de BE, plus le nombre donne de carrés du 
cube de BE, est égal au cube de B£, plus le nombre donne. 

Lorsque S est égale à BC (^), BC sera le coté du cube. Dé- 
monstration. Le cube de BC est égal au nombre donne de ses 
carrésy et le nombre donne est égal au nombre donne de cótés 
du cube de BC. Conséquemment le'cube de BC^plus le nom- 
bre donne, est égal au nombre donne de carrés, plus le nom- 
bre donne de cótés de ce cube ; et c'est ce qu'ìl s'agit d'obtenir. 
D'un autre coté, le cube de BC, plus le nombre donne de ses co* 
tés, sera égal au nombre donne de ses carrés, plus le nom- 
bre donne ; en sorte que ce cas rentre dans la seconde espéce. 

Lorsque S est plus grande que BC (fig. 29, 2) (^), faisons BA 
égale a S, complétons le rectangle (BZ), et faisons passer la pre- 
mière hyperbole par A et la seconde également par A. EUes se 
couperont. Or, si les deux coniques ont une seconde renòon- 
tre, soit par contact en un seul point ou par intersection en 
deux points, ainsi que cela est connu d'après le quatrième 
livre du traité des Coniques, le problème sera possible; sinon, il 

*) 2) S = BC...a:=BC. Dénumstr. BC = BC. BC oa BC = c.BC* 

BD*. 8=^' . BC on fl = ft.BC 



-s 



conséquemment BC + a = c.BC + d.BC. 

Hai8 en mème temps aossi BC+ d.BC = e . BC 4- a , ce qui rentre dans la catégorie de 

réquation 24) a;' + ^^ = ^^^ -*" ®- 

Ce qui échappe à l*auteur, c>8t que dans ce cas aussi :r =BD sera une solution, et que 

— 3 — a — 3 

Fon a BD = BD . BD ou BD = d.BD 

BD.S=BD . BCOU a = e.BD 



donc hD + a=sc.hD + b»BD. 

Et en méme temps on aura BD + c.BD = d.BD + a, ce qui rentre dans la catégorie de 
réquation 23) x* + cx^ = bx + a. 

**) 3) S > BC (fìg. 29, s), AB = S. — Hyperbole HATcomme auparavant. — A sonmief, 
AE axe, AC paramètre de l'hyberbole equilatere XML. — Ensuite la démonstration donnée 
pour le cas 1) s'appUque trait pour trait à cette seconde figure. 

5. 
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sera impossible. Si les deux coniques se coupent, abaissons des 
deux points d'intersection deux perpendiculaires ; elles déter- 
mineront, cornine segments, deux cólés correspondant à deux 
cubes (dont chaciin satisfait à l'équation proposée). La démons- 
tration est comme ci-dessus, sans que rien y soit changé. 

On vient de démontrer que cette espèce a différents cas, et 
parrai eux d'impossibles {*). Elle a été résolue au moyen des 
propriétés de deux hyperboles. 

Il est évìdent aussi que ces trois équations quadrinómes ren- 
trent Fune dans Tautre, c'est«à-dire qu'on trouve un cas de la 
première qui est exacteraent aussi un cas de la seconde (**)j 
et un càs de la seconde identique avec un cas de la troisième, 
et un cas de la troisièrae qui s'identifie absolument avec un 
cas de la seconde, ainsì que nous l'avons démontré. 

Après avoir ainsi termine ladiscussion des vingt-cinq espèces 
des proposìtions de l'algebre, après en avoir fait l'examen le 
plus exact et le plus complet, après avoir fait connaitre les cas 
particuliers de chacune de ces espéces, après avoir propose 



*) Dans les cas S ^ BC, c.-à-d. r ^ e, réqoation x^ ---cx^ '-bx + a=^ h toujours 

deux racines positives. 

a 
Dans le cas - < e, l'auteur ne trouve par sa constniclion qu'une seole de ces deux ra- 
cines, tandis que Tautre lui échappe. A cette dernìère correspond le point d'intersection P 
(fig. 29, i) de rhyperbole HAT avec Tautre branche de l'hyperbole KCL. La perpendicnlaire 
abaissée de P sur BA rencontrera cette droite entre B et A, c.-à-d. que cette perpendiculaire 
rencontrera le coté positif de Taxe des abscisses. L'auteur aurait dù remarquer cette cir- 
constance. 

Lorsqoe i = e , Tautre racine positÌTe est ^ = + k 6 on x = BD. 



Pour le cas - > e, l'auteur obserfe avec justesse que, ou bien les deux coniques auront 



une intersection en deux points, ou un contact en un point, ou le problème sera impossible; 
c-À-d. que l'équation a, ou bien deux racines positifes et inégales, ou positives et égales 

f « = r e + j t/3ò + e* J , ou deux racines imaginaires. 

Dans tous les trois cas l'équation a, outre ces deux racines conjuguées» une racine réelle 
et negative, dont l'existence est naturellemeut ignorée par l'algébrìste arabe. 
') Plutòt de la troisième. Voir pag. 60 nlt. sqq. 
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la règie pour distinguer les cas possibles d'avec les impossibles 42 
Jans ies espèces qui admettent des problèmes impossibies, et 
après avoir dérnontré que la plupart d'entre elles n'en admet- 
tent pas (*), occupons-nous des parties conrespondantes (**). 

La partie de la chose est le nombre qui est à l'unite comme 
l'unite est à cette chose (***). Donc , si la chose est trois, sa 
partie est un tiers ; et si la chose est un tiers, sa partie est 
trois. De méme si elle est quatre, sa partie est un quart; et si 
elle est un quart, sa partie est quatre. Et en general la partie 
d'un nombre quelconque est la partie dénommée d'après ce 
nombre (****), comme le tiers d'après trois, lorsque le nombre 
est entier, et trois d'après un tiers, lorsque le nombre est frac- 
tionnaire. Pareilleroent la partie du carré est la partie dé- 
nommée d'après le nombre égal à ce carré, que ce nombre 
soit entier ou fractionnaire; et il en est de méme relativement 
à la partie du cube. Et, pour en rendre Tévidence plus palpa- 
ble, disposons ces parties en tableau : 

Partie du cube. Partie du carré. Partie de la racine. 

1 1 1 

8 4 2 

Unite. Racine. Carré. Cube. 

12 4 8 

La partie du cube est à la partie du carré comme la partie 



*) En effet, parmi les 25 espèces, 7 seulement, à savoir les éqoatioDS 8, 11, 14, 17, 20, 
21, 25, donnent lieu à des cas dans lesquels l'équalion n*admet pas des racines réelles et 
positifes. 

**) Pour òter à la terminologie employée par Tauteur dans ce qoi soit ce qu'elle peut, 
au premier abord, avoir de clioquant, il siifGra de remarqner qii'il entend par « partie de A >* 

•9 

la valeur réciproque de A, et par « n parties de A >* la rraction -. oo peut d'ailleurs com- 
parer à ce sujet les définitions du septième livre d'Euclide. 
***) - : 1 = 1 ; a;. 

X 



C'est-à-dire la fraction ayant pour dénominatenr ce nombre, et pour numérateur 
rnnité. 
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du carré à la partie de la racine, comme la partie de la racine a 
l'unite, comme l'unite àia racine, comme la racine au carré, 
et comme le carré au cube. Ce sont donc sept degrés en prò- 
portion continue. Nous allons traiter exclusivement des 
équations qui ont lieu entre lesdits degrés. Quanta la partie du 
43 carré-carré et à la partie du quadrato-cube et à la partie du 
cubo-cube, et ainsi de suite, elles sont aussi en proportion 
' continue. Mais nous n'avons pas besoin de nous en occuper, 
parce qu'iln'y a pas moyen de résoudre (les équations renfer- 
mant) ces autres degrés. 

Sache que si tu considères le huitième, qui est partie du 
cube, comme cube, sa partie sera huit, ce qui est le cube par 
inversion Q. Et la méme règie s'applique aux autres parties; 
de sorte que ces quatre degrés, la partie du cube, la partie du 
carré, la partie de la racine et l'unite , forment une analogie 
avec le cube, le carré, la racine et l'unite. Par exemple, si l'on 
di t(**) : « Une partie de carré est égale à la moitié d'une partie de 
racine, » c'est la méme choseque si l'on avait dit : a Un carré 
est égal à la moitié d'une racine. » Alors ce carré est un quarta 
ce qui est en réalité une partie de carré, et le carré cherché 
sera quatre, la partie (du carré cherché) un quart, et la partie 
de la racine (du carré cherché) un demi. C'est là la méthode 
à suivre pour les équations simples. 

Quant aux équations composées, lorsqu'on dit (***) : a Une 

*) c'est- à- dire que si à ~ on a siibstitué z*, on trouvera x^, en prenant , après avoir 
déterminé z^, la valear réciproque de z'. 
**) £quation proposée : ^ = - • -; on résout z' = - z, ce qui donne z» = - ; 

donca;»=4. ^, = ^ , - = >. 
***) Équation proposée : j2+2-=l^; on résout 5'+2z = l^. ce qui donne 
z = -, *' = 7» dono x^ = 4. 



^ 
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partie de carré et deux partìes de racine soni égales a un et 
un quart , » €*est corame si l'on avait dit : « Un carré et deux 
racines sont égaux à un et un quart. » Àlors, au moyen de la 
méthode exposée précédemment , on trouve la racine égale 
à un demi et le carré égal à un quart, si ce n'est que Ténoncé 
du problème portait « une panie de carré et deux parties de 
racine. » Dònc le quart, qui était d'abord le carré, sera la par- 
tie du carré cherché, et le carré cherché sera quatre. 

On sùivra le méme procède dans les équations à quatre 
termes. Lorsqu'on dit (*) : « Une partie de cube plus trois 
parties de carré plus cinq parties de racine sont égales a trois et 
trois huiliémes , » alors c'est comme si Fon avait dit : « Un cube 
plus trois carrés plus cinq racines sont égaux à trois et trois bui- 
tìèmes. » Au moyen de la méthode exposée ci-dessus et fondée 
sur les sections coniques, on determinerà le coté du cube, le- 
quel s^ra la partie de racine cherchée. Nous poserons donc ce 
coté à l'unite donnée, comme l'unite donnée à une autre ligne 
(inconnue). Cette dernière ligne sera le coté du cube cherché. 

11 est évident qu'il existera entre ces quatre degrés vingt- 
cinq autres espèces de telles équations, proportionnelles aux 
vingt-cinq espèces précédentes. 

Qtiant à la multiplication de Tun de ces degrés par Tautre, 
c'est une matière ^uffisamment connue par les ouvrages des 
algébristes, facile à comprendre, et sur laquelle, conséquem- 44 

ment, nous ne nous étendrons pas (**). Or, quant aux équa- 
tions entre ces quatre degrés et les quatre degrés prece- 



1113 3 

*) Équation proposée: -3 + 3—5 + 5-=3r; on lésout s^ + 33* + 5z= 3 - ; ayant 

déterminé la racine X^ de celle dernière équation, on fait i^ : 1 = 1 : /, et Fon aura x=.l. 

**) L'auteur appelle lei préalablement Tattention du lecteiir sur la multiplication des dif- 
rérentes puissances de Tinconnue Tune par Pautre, parce que c'est le moyen qu'il emploie 
pour résoudre les équations qu'il va proposer. 
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denls (*), on y procède comroe je vais exposer. Lorsqu'oii 
dit (^^) : « Un cube est égal à dix partìes de cube, » c'est-à- 
dire à dix parties de lui-méme, alors le cube est le premier des 
sept degrés, et parties du cube le septième. Multiplie l'un par 
Fautre, et prends la racine du produit. Le resultai sera (de 
i'ordre ) du degré inoyen , c'est-à-dire du quatrième (***), et 
égal au cube cherché. Pour plus de précision, nous remarque- 
rons que chaque nombre multiplie en sa partie produit l'u- 
nite; que, multiplie en deux de ses parties, il produit deux; 
et que, multiplie en dix de ses parties, il produit dix en nom- 
bre (****). Et c'est comme si dans notre exemple on avait dit : 
« Quel cube multiplie en lui-méme est égal à dix? » Donc la 
racine de dix sera le cube cherché. Puis la détermination du 
coté de ce cube est effectuée de la manière démontrée ci-des- 
sus au moyen des sections coniques. — Et de méme lorsqu'on 
dit (*****) : tf Quel carré est égal à seize des parties dénomroées 
d'après lui ? » alors multiplie l'unite en seize et prends la racine 
du produit, laquelle est quatre; ce sera le carré cherché. Et, 
conformément à la règie précédente, c'est comme si l'on avait 
dit : « Quel carré multiplie en lui-méme est égal à seize? » — 
Et de méme lorsqu'on dit (******) : « Quelle racine est égale à 
quatre de ses parties? j» c'est comme si Fon avait dit : « Quel 



*) L'aotear soppose les sept puissances arraogées de la maDìère soifante : 

1) X' 2) x^ 3) X 4) 1 5) I 6) ^ 7) ^ 

**) a;3_-.,o ' jf» . aj3 = iO. -• . «' = 10, x^ = V^TÒ- 

X* X* 

***) C'estrà-dire il sera égal à un iiombre (entier oo fractionnaìre, rationnel oo irrationnel) 
d'unités. 



**** 



) n.{p.^-^=p 



*"**); j;» = 16.-;, j;' .«»= 16 . 4. *» = 16, x' = l/l6 = 4. 

X X 

******) x=4.^, x.x = 4.-.ar = 4, x =\/Ì = 2. 



/ 
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lìombre multtplié en lui-roéme produit quatre ? » Or, cenom- 
bre est deux. 

Mais si Ton dit {*) : a Quel carré est égal à un certain nom- 
bre de parties du cube de son coté? » alors la solution de ce 
problème ne peut pas étre efFectuée au moyen des méthodes 
que nous avons exposées, parce qu'elle dépend de la détermina- 
tion de quatre lignes (moyennes proportìonnelles) entre deux 
lignes données (^\ en sorte que les six lignes soient en propor- 
tìon continue. C'est ce qui a été démontré par Aboù Alt Ibn 
Alhaitham (***), queDieu le Très-Haut soit raiséricordieux en- 



*) x^ = a. ^. 

**) En effer, déterminant quatre lignes x, y, v, w, de sorte que i:a; = a;:y = y:t; = 
=zv :w = wiaf on aura jf * = a ou x' = a . -j. 

***) Yoir Cositi, t. I»pag. 414 sqq. — Aboùl FaradJ, ed. de Pococke, pag. 340-342.— 
Gartz,ée Interpretibus et Explanatoribus Euclidis Arabicis; Halae, 1823, pag. 22-24. 

En fertu de la règie donneo par M. de Sacy dans son Anthologie grammaticale (^pd^i. 113), 
j'ai adopté dans le teste la le^on do ms. C ; car j'ai troavó que le nom complet de ce 
geometre était Alha^an Ben Alha^n Ben Albaìtham , de sorte que d'Alhaitham à lui il n'y 
a pas descendanoe immediate. 

Relativement aux ouYrages dlbn Alhaitham, et particulièrement à ceux de ses ouTrages 
qui se rapportent aux sciences matbématiqoes, j'extrais deux passages du ms. des Biogra- 
phies des médecìns célèbres par Ibn AH ÒgaUnaht que possedè la Bibliothèque nationale. 
Dans le quatorzième chapitre de son ouTrage, Ibn Abt O^'ibiah consacre à la vie et aux écrits 
d*Ibn Alliaitham (qu'il nomme Mohammed, tandis que, suivant le Tàrlkh Alhoqamà, Ibn 
Alhaitham s'appelait Alha^n) on aritele très-étendu, et renfermant des détails beaucoup 
plus circonslancìés que n*en offrent les notices données sur ce geometre par Casiri, et dans 
le ms. du Tàrlkh Alhoqamft que possedè la Bibliothèque nationale. Voici les deux passages 
ayant trait plus spécialement à ce qui doit nous intéresser ici : 

« Mohammed Ben Allia^n a dit Et de ce que j'ai compose sur les sciences matbé- 

matiques, le nombre des ouvrages monte à Yingl-cinq : 1** Commentaire et abrégé des élé- 
ments de geometrìe et d'aritlimétique d'Euclide; T" Recueil des £léments de geometrìe et 
d'arìthmétique, tire des traìtés d'Euclide et d'ApoUonìus : dans cet ouyrage, j'ai classe et 
divìse les éléments et en ai donne des démonstrations fondées sur les mathématiques, le 
calcul et la logique, de sorte que, quant à l'arrangement des matières, j'ai renversé l'ordre 
solvi par Euclide et Apollonius; 3* Commentaire et abrégé de l'Almageste, fonde sur des 
démonstrations ; je n'y ai rìen traile au moyen du calcul , si ce n'est un trèti-petit nombre 
de problèmes sans importance ; mais si Dieu me donne la vie et que les circonstanoes me 
permettent de l'aclieyer, je commencerai un commentaire très-détaillé du méme ouvrage, 
dans lequel je ramènerai tout à l'arìthméUque et au calcul ; 4*" Recueil des éléments du 
calcul, ouvrage dans lequel j'ai déduit; des principes posés par Euclide dans ses £lénients 
de geometrie et d'arìthmétique, les éléments de toules les espèces du calcul ; j'y ai établi la 
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mólhode de la relation des proMèmes da calcola par le dooUe moyen de l'analyse géomé- 
triqàe et de la Térìfication arithmétique, en m'abstenant, en mème temps, d'y employer lea 
principes et les terme» techiiiques dea algébristes; 5* Abrégé d'optique, tire dea deux 
oofragea d'Euclide et de Ptolémée; j'y ai complète (restitaé) }e sojet da premier llYre 
perda du traité de Ptolémée; 6^ Traìté de l'analyse dea problèmea géométriques; 7*Traité 
de Tanalyse dea problèmea arìtbmétiqoea'par la méthode de l'algebre, a?ecdénx>natrationa; 
8® Traité complet sar l'analyse dea problèmea géométriquea et arithmétiquea ; tootefois la 
portte qoi ae rapporta aux problèmes arithmétiqoea est sana démonstrationSy mais fondée 
sar les principes de l'algebre; 9^ Traité de la mesure à la manière dea £léments; 10® Traité 
du calcai dea opérations commerciales ; 11° Perfection de l'art de creuser et d'édifier, oavrage 
dana leqael j'ai fait correspondre à toat ce qui se présente dana cea denx arts toutes les 
figurea géométriqoes, en allant Jnsqu'aux figurea dea trois section^ coniques, de la parabole, 
de l'byperbole et de l'ellipse; 12* Abrégé des livres d'Apollonias sor kasectionseoniqoea ; 
13* Mémoire sor le calcul indien ; 14" Mémoire aur la déterminalion de l'azimnt de la Kiblah 
dana tonte la terre babitée, aree des fables que j'ai constmites, sana donner les démonstra- 
tiona dea procédés exposés ; 15o De certains problèmes géométriques indispensablea pour lea 
ritea religieux ; 16* Lettre adressée à plosienra rais, pour encourager aux observations 
aatronomiquea; 17* Introdnction à la geometrie; 18* Mémoire sur la réfiitation de la de- 
monatration que l'hyperbole et ses deux asymptotes s'approchent indéfiniment l'une des 
antres , sana cependant jamais se rencontrer ; 19° Réponse à sept problèmes mathématiques 
qa'on m'avait proposés à Bagdad, paia j'y ai répondu; 20* Traité sur l'analyse et la synthèse 
des géomètres, à l'usage des étudiants, recueil de'problèmes géométriques et arìthmétiques, 
résolus et arrangés par moi ; 21° Traité de l'instrument uniTersel, abrégé extrait du traité 
d'Ibràhtm Ben Henàn ; 22* Mémoire aur la déterminalion géométrique de la distance entre 
deax lieux terrestrea ; 23^ Mémoire sur les éléments des problèmes arìthmétiques et sur leur 
analyse; 24° Mémoire pour résoudre un dente sur Eoclide, relatiyement au cinquième livre 
de son Traité des éléments mathématiquea ; 25* Mémoire sur la démonstration du théorème 
propose par Archimede, relatiyement à la trisection de l'angle, qu'il ne démontra pas (c'est 
probablement nne erreur, et il faut lire : relativement à la section de la ligne, etc; foir 
Taddition A du présent opuscule). » 

« le dis. Et c'eat là que finit ce qoe j'ai troavé en fait de cela, écrit de la main 

de Mohammed Ben Alha^n Ben Alhaitham, l'auteur : que la miséricorde divine repose sur 
lui ! Et Yoici encore nne liste des ouTrages d'Ibn Alhaitham que j'ai frouTée, et qui va juaqu'à 
la lin*de l'an 429: 1* Mémoire aur la configuration du monde; 2° Commentaire sur lea 
définitions de l'ouvrage d'Euclide (Yoir Gartz, loc. dt — Cest probablement l'ouvrage 
coté n* 1069 do catalogue de la bibliothèque de Leyde de 1716); 3° Traité d'optique en 
sept liTres (c'est probablement un commentaire de cet ouyrage, qui est coté n° 1073 du cata- 
logne de la bibliothèque de Leyde); 4* Mémoire sur la manière de faire des obsenrations 
aatronomiquea; 5* Mémoire sur les étoiles qui se forment dans Tair; 6° Mémoire sur la 
lamière de la lune; 7* Mémoire sur la déterminalion de l'azimut de la Kiblah au moyen do 
calcai; 8° Mémoire sur l'arc-en-ciel etsurlehalo; 9* Mémoire sur les différences appa- 
rentesdes hauteurs des étoiles; 10° Traité du calcul des opérations commerciales; 11* Mé- 
moire sur le cadran solaire horizontal; 12° Mémoire sur l'observatlon des étoiles; 13® Traité 
do compaa des sections coniques; 14° Deux livrea des centres de continuile; 15° Mémoire 
sur les éléments de la mesure; 16® Mémoire sur la mesure de la sphère; 17* Mémoire sur 
la mesure du solide parabolique; 18® Mémoire aur le miroir ardent circulaire; 19° Mémoire 
sor les miroirs ardents coorbés suivant des seclions coniques (comparer relativement à 
ces deux onvrages le catalogue de la bibliothèque de Leyde, n° 1074); 20** Abrégé sur les 
fignres de la noiivelle lune; 21® Mémoire développé sur les figures de la non velie lune; 
22° Abrégé sur les compas des grands cercles ; 23° Mémoire développé sur le compaa des 
cercles (sic); 24® Mémoire sur l'azimut; 25* Mémoire pour Taire remarquer les parties 
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Yicieusesdes néthodes d'obseirations astronorniques ; 26* Mémoire démontrant qae la 
sphère est la plas grande dea figures solides isopérimètres» et le cercle la plus grande des 
figures planes isopérimòtres; 27** Mémoire sur Topllque» suivant la néthode de Ptolémée; 
28*" Traile sur le perfectionuement des opérations astronomiques, deux livres; 29* Mémoire 
sur la détermination de qoatre lignes (moyeimes proportionnelles) entre deux lignes données 
{^est Vòuvrage citépar Alkhayydm(); 30* Mémoire sor la quadrature du cercle; 31* Mé- 
moire sur la détermination de la méridienne avec la demière exactitode; 32* Mémoire sur 
l'addition des fractions; 33* Mémoire sur les propriétés de la parabole; 34® Mémoire sur 
les propriétés de l'hyperboie; S5* Mémoire sor la relation qui existe enlre la (longueur) des 
keures temporaires et la liauteur correspondante (du pòlo — voici cotte relation : Désignant 
la longueur de l'heure temporaire par t, on aura cos \6t\ = — tg « . tg 8) ; 36* Mémoire 
sur la Datore des ombres (gnomoniques— oo bien destangentes et cotangentes trigonomé- 
trìques) ; 37* Mémoire pronvant qne la partie Tisible du elei est plus grande qne la moitié 
da del; 38* Mémoire sur la solution d*un doute sur un endroit du premier li?re de^l'Alma- 
geste, qui avait présente des difHcoltés à plusieurs savants; 39* Mémoire sur la solution 
d'un doute sur la partie stéréométrique de l'ouvrage d'Euclide ; 40" Mémoire sur la division 
des deux quantités de grandeur differente mentionnées dans la première proposition du 
dixième livre de l'ouTrage d'Euclide (le tliéorème d'exhaustion) ; 41* Problèmes sur les 
cbangements optiques; 42" Mémoire sur la détermination du coté de l'heptagone; 43* Mé- 
moire sur la section de la ligne employée par Archimede, dans son Traité de la sphère et du 
cylindre (voir Taddition A du présent opuscule) ; 44° Mémoire sur la détermination de la 
méridienne au moyen d'une seule ombre (l'ombre observée donne la hauteur du soldi, laquelle 

^A A . ^.1^ , ». - . sin h sin © — sin 8\ , „. 

étant connue, le problème se raniène à la formule cos A = . ] ; 45* Mémoire 

cos 11 cos 9 y 

sor le problème d'inserire un pentagone à un carré; 46® Mémoire sor la voie lactée; 47* Mé- 
moire sur la détermination du, cdté du cube (probablement une constmction d'équations 
culnques) ; 48® Mémoire sur la lumière des étoiles ; 49* Mémoire sur les traces qu'on re- 
marque dans la lune; 50® Mémoire sur un problème arìthmétique; 51* Mémoire sur les 
nombres barmoniques ; 52* Mémoire sur le mouYement qui a lieu dans le pian ; 53* Mémoire 
sur l'analyse et la synthèse; 54* Mémoire sur les connues (c^est l'ouvrage qn*a fait connaltre 
M. Sédillot); 55* Mémoire sur la solution d'un doute sur le douzième livre de l'ouvrage 
d'Euclide ; 56* Mémoire sur la solution des difBcultés présentées par le premier livre de 
l'ouvrage d'Euclide; 57° Mémoire sur le calcul des deux fausses positions; 58* Bésft>nse à 
un problème de mesure ; 59* Abrégé sur l'azimut de la Kiblah ; 60* Mémoire sur la lumière ; 
61* Mémoire sor le mouTement complexe (?) ; 62* Mémoire pour réfuter ceux qui étaient 
d'une opinion contraire an sujet de la Toie lactée (comparer le catalogne de la bibliotbèqne 
de Leyde, n® 1159); 63* Mémoire sur la solution des doutes sur le moufement complexe; 
64* Mémoire sor les doutes sur Ptolémée ; 65* Mémoire sur l'atomé ; G&^ Mémoire suir les 

lignes horaires; 67« Mémoire sur le ^jj^j^ (?) (il faut peut-ètre lire rJL^r'^a ^^^^ 
le Recueil de termos techniques donne par M. Sédillot à la fin de son Mémoire sur les 
instruments astronomiques des Arabes); 68® Mémoire sur l'espace; 69* Mémoire sur la de* 
terminatiou des hauteurs perpendiculaires des montagnes; 70* Mémoire sur les démonstra- 

tions (c'est dans ce sens qu'on trouve employé le mot d\& par Moh. Ben MoA^) du calcul 
ìndien; 71* Mémoire sur les hauteurs des triangles (traité de trigonometrie piane?); 
72® Mémoire sur les propriétés des cercles ; 73* Mémoire sur la proposition des Bént Moù^ v 
74* Mémoire sur la constmction de Tlieptagone inscrit au cercle ; 75* Mémoire sur la 
détermination de la hauteur du pòlo a?ec la plus grande exactitude (la bibliothèque de 
Leyde possedè ce mémoire, dont voici les premières lignes : « Traité d'Alha^an Ben Allio^ain 
Ben Alhaùitham sur la détermination de la hauteur du póle a?ec la plus grande exactitude. 
Iku'y a pas une seule des tliéories astronomiques qui se rapportent à l'obserTation qui n'ait 
besoin, dans les observations qu'elle comporte, de la détermination de Télévation du póle sur 
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vers lui! Seulement, cette construction est assez difficile; de 
sorte quenous ne pouvonsTajouter au présenttraité (^). — Et de 



lliorìzoo da lieu de rotuenratioD, et c'est uniquement ao moyen dea instroineDts, et après 
avoir déleniiiiié exactemeDt la poailioii dea instnimenta relativeiiieot à rborìzon, qu'on peut 
▼enir à boot de recoonattre lea moufementa céleatea; mai» on ne peut obtenir calte déter- 
miiiatioD de la poaition de llostramenty relativement à lìiorizon , qo'au moyeD d'une 
connaisaance exacte de la hauteur du póle, etc. »); 76* Mémoire aur la construction dea 

depaydrea; 77® Mémoire aur la spbère ardente (le ma. dltm AU O^ìb. porte ìSyx^ì 9jX) t, 

le ma. do T&r. Alhoq. et Caairi, iSjaA\ *iSi\ ; peut-étre faudrait-il lire ZS^^ar^t iyj]^ 

de Spbaera mota, aujet d*an ouTrage d'Autolycua, tradoit par TbAbit Ben Korrali ; cooAparer 
le 09 1096 du catalogne de la biblicihèque de Leyde) ; 78" Mémoire aur un problème arithmé- 
tlque solide; 79^ Mémoire aur un problème géométrique; 80® Mémoire sur la figure de 
l'éclipae ; Si** Mémoire aur la pina grande ligoe qu*on peut piacer dana un aegment de cerde; 
82* Mémoire aur le mouvement de la lune ; 83** Mémoire aur lea problème» d'Intersection ; 
84^* Commentaire aur rarìlbmétique en forme de acoliea; 85^ Commentaire du canon 
(Euclide, aectio canonia?) en forme de acoliea; 86* Commentaire sur Tbarmonique (d'Eu- 
clide?) en forme de acolie» ; 87° Traité de la »ection du trapèze en general ; 88* Mémoire aur 
réthique ; 89* Mémoire aur les connaisaances nécessairea aux gens de bureau ; 90" Traité de 
politique, cinq livres; 91* Scolìes ajoutéea par le médecin égyptien IsliAk Ben Toùnt» (ce 
pourrait bien ètre le celare aaironome de ce nom , si ce n'est que celni-d s'appelait Ali et 
non paa Ishàk) à l'ouTrage d'Ibn Albaitham sur le Traité dea problèmea d*algèbre de 
Dlopbante; 92® Mémoire sur la solution d'un problème ariihmétique. 

On doit à M. £. Am. Sédillot la connai»»ance du Traité des connues géométriques 
d'Ibn Albailbam, mentionné ci-de»»u», n* 54. Yoir le nou? eau Journal asiatique, mai 1834, 
et rAper9u historique, etc., de M. Chasles, pag. 498 sqq. 

Pour donner une idée de ce qu'élalent les ouvrages du genre de celui mentionné ci-desaua 
n* 89» Toici une indication rapide du contenu d'un ouvrage à'AbaiU Wafd^ dont la bi- 
bliothèque de Leyde possedè la première moitié (n* 1048 du catalogne); il est intitulé 
Traité d'Aboùl Waf& Mohammed Ben Mohammed Alboùzdjànly sur les connaìssances néces- 
aairea aux gena de bureau et aux gens d'affaires et autres, en fait de l'art du calcul. 
Le premier livre tratte : Du rapport, des différentes espèces de fractions (comparer le 
deuxième chapitre, première préparation, du petit traité de Behà-Eddln), et de la règie dea 
six quantités (comparer ChasleSt Aper^u hist., not. VI) ; le deuxième livre : De la multi- 
pUcation et de la division des nombres entiers et des fractions simples ou composées , de 
l'addltion et de la soustracUon des fractions, de la mnltlplication et de la di vision abrégées ; 
le troisième livre : De la mesure des figures planes et de la mesure des distances. C'est 
jusqne-là qne va le m». de la bibliotlièque de L^yde. D'apre» le sommaire, le quatrième livre 
traile dea diCTérenta genres d'impóts , de la tenue des registres d*impóts, et des calculs qui s'y 
rapportent ; le cinquième livre , de Técliange des troupeaux de chameaux, des blés et des 
terres , particulièrement par rapport au territoire de Barrali et de Qoùfah et aux con- 
trées eiiTirounantes , puis des partages ; le sixième livre » du commerce de cliange d'or 
et de pièces monnayées , du payement des troupe», des bijoux, des lètements, dea asso- 
dations mercantilea ; le septième livre , dea calcala que nécessltent les difTérents genres 
d'opératioDS mercantilea. Chaque li? re est divise en sept cbapitres, et cbaque cliapitre en un 
nombre plua ou moins grand (1 jusqu'à 9) de sections. 

*) Il serait intéressant de connattre cette construction d'une équalion du cinquième degré 
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tnéme lorsqu'on dit (*) : « Quel cube est égal à un qertain nom- 
bre de parties du carré de son coté, » on a besoin de la susdite 
proposìtion auxiliaire, et il est impossible de résoudre le prò- 45 
blème au moyen de nos méthodes. — En general, lorsque le 
premier de ces sept degrés est multiplié par le sixième (^), on 
aura besoin de la détermination de quatre moyennes propor- 
tionnelles entre deux lignes données, ainsi que Fa démon- 
tré Aboù Ali Ibn Alhaitham : que Dieu le Très-Haut soit mì- 
séricordieux envers lui ! 

Et si Fon dit (^*) : a Quel cube est égal à seize parties de son 
coté ?» le premier degré sera multiplié par le (dénominateur 
du) cinquième, et la racine de la racine du produit sera le coté 
du cube cherché. Et la méme règie s'appliquera toujours 
lorsqu'un de ces sept degrés est égalé à celui qui, à partir de 
lui, est le cinquième de la proportion continue (****). 



<^im 



par un geometre arabe, à rnoins que ce ne soit une simple reproduction do procède imaginé 
par Ératosthène. (Yoir Archimede, ed. d*0xf., p. 144-146.) 

*) *' = « • i? 

**ì ^^ 'Zit ^'^ ^ V^^ conduit, en effet , la méthode employée par l'auteur dans les 
exemideft précédents, lorsqu'elle est appliquée à Téquation x^ =:a .-zì; car, sui? ant cette 

méthode, on moltipliera lea deux memhres par x^, ce qui donne x* = a . x^ -^.z=a , x 

00 x^ = a. Cependant il semble que Tauteur, en se seryant de l'expression « le premier 
degré est multipUé par le sixième, » Teut designer un degré qui est multiplié par le déno- 
minateur de celni qui, à partir du premier, est le sixième dans Tordre de la proportion 

continue des sept degrés; à savoir x^ par x^ le dénominateur de -; , et j?' par x* le déno- 
minateur de -; ; de sorte que l'opération à effectuer sur l'équation proposée sera : 
i* x^ = a--ip x^.x* = a.-i . x^ on x^ = a; 2* a?* = 0-5, «^x*= a.-r.ap* 

XX X X 

Oli X* =: a, C'est du moins ainsi qu*il f'aut indiibitablement entendre les expressions de 
Texemple suivant propose dans le lexte. 

*♦*) a?* = 16.^, a;».a?= 16 . x« = l6, x = \^\/li. 

* X X 

' a? ' a?' ' X* ì 
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La totalité des équatious ayant lieu elitre ces sept clegrés, et 
résolubles au moyen des méthodes exposées par nous, monte 



( 



-j = ax^^ ^.f= 9^^ ' • équationsd'Ibn Albaltham j 



X' 



-75 = ««*• 



Équations composées. 

11. Équations du sewnd degré (« résolubles au moyen des proprìétés do cerale »). 
£quatioDt à termes entiers, n* 7 à 12. ^' + d:r = a, x^ + a =^ bx, bx + a = x^^ 

ap* + caf' = bXf a?'+ to = cx^^ cx^'\'bx=^ x^. 

£qnatioDS à termes fractionnaires. - + a = d^r, - + to = a, - =r a + fta?, 

*V wC a? 

HI. ÉquaiUms du troUième degré à trois termes («rés. au moy. des propr. desconiq.») 
fiquationsà termes entiers^n* 13 à 18. x^ -{-bx =^ a, x^ '^ a =^ bx, bx + a = x^^ 

x^ -i-cx^ = 0, a:* + a = cac', cx^ ^ a =^ x^, 

l^x|uations à termes fracUonnaires. -^ + - = 6, - 3 + 6 = - , - , = - -j- ft, 

XX X XXX 

— -f-a = to, p + to = o, ^=^a + bx, 

■^ + axs=zbx^f - + to*=iMP, j=flw? + toS 

la 1 ala 

ià + Jì = ^ J^ + *=J5' J5=2p + ^ 

— + - = to, zi + &a? = -, 75 = 5 + *^» 

- + a = bx^, - + fta;' = fl, -- = a + to'. 

a? X X * 

IV. i^jtfa<km< du troisième degré à quatre termes («rés. au moy. des propr. des coniq.») 
Équations à termes entiers, n* 19 à 25. x^+cx^ + bx = a, x^ + cx^ + a = bx, 

a?» + 6ap + a = cx^, cx^ + bx + a^= «', 
x^+cx*=bx+a, x*+bxs=z cx^-^a, x^+a = caf'+*ap. 

Équations à termes fractionnaires. j3+F+i = ^» j? + F + ^~i» 

^ + i i- e — 3;2* ar» — ^2 i- ^ -f- e, 
1 , a b ± I ^_ « I ^ 4.r — ^ I ^ 



— Si- 
done à quatre-vingt-six y dont il a été mentionné dans ies trai- 
tés de mes prédécesseiirs uniquement six espèces Q. Pour 
quìconque a bien approfondi Ies théorèmes proposés dans ce 
traité, et en méme temps possedè une certaine force natu- 
relle de l'intelligence, ainsi que l'habitude de s'occuper depro- 
blèmes mathématiques, il n y aura plus, certes, rien d'obscur 
dans Ies problèmes qui offraient de si grandes difìGcultés aux 
géomètres des temps précédents. 

Nous voilà donc arrivés au terme convenable pour finir ce 
roémoire en offrant nos louanges au Dieu Très-Haut , et en 
implorant sa bénédiction sur tous Ies prophètes. 



Cest ce que je m'étais propose de développer. 47 

Or, cinq ans environ après la composition de ce mémoire, 
une personne possédant une légère teinture de connaissances 
mathématiques me raconta que le geometre Aboùl Djoùd 

i: + fl + ^* = cic'> r + fl + cap' = to> 
- + to + cjp^ = a, -=a + to + cjj', 

- + o= 6ap + cdf', - + to = a + cx% - + ar' = a + to. 

Il est remarquable que Tautenr n'aft pas été frappé par la pensée qu'on peut produire on 
nombre ii;/lni d'éqiiations «résolubles par sesinéthodes» en multipliant chacune de ses 
TÌngt-cinq (ou plotòt en rejetant Ies éqnations n"* 4 à 6, et 10 à 12, dix-neuf) éqoations 

primitiTes par j? , n étant un nombre enlier qaelconqne. Ce sont probablement ses 
tbéories phiiosophiques sur la nature des puissances (voir pages 7 et 8) qui l'empécliaient 
de concevoir cette idée. 

*) A savoir, Ies espèces n*»* 1, 2, 4, 7, 8, 9. — Voir Ies traités de Moli. Ben MoO^ et de 
Bebà Eddtn, et comparer le passage d'Ibn KlialdoOn cité par Hadji-Rhaira (ed. deFluegel, 
t. Il, pape 584). 

G 
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Mohammed Ben Allaith , que Dìeu soit roiséricordieux envers 
lui ! était auteur d'un traité sur Ténumération de ces espèces , 
et sur la manière de ramener au moyen de Tanalyse la plupari 
d'entre elles à des sections coniques , sans qependant discuter 
complétement leurs cas et sans distinguer les problèmes po^- 
sibles d'avec les ìmpossibles , mais en donnant s^ulemeot les 
développements auxquels il était conduit par la qonsidération 
de problèmes particuliers dépendant de ces espèce^. Je ne serais 
pas porte à croire cela très-loin de la vérité , parce que les 
deux espèces que j'ai dit appartenir à un de mes prédécesseurs 
lui sont attribuées. Et Ja personne dont j'ai parie les avait vues 
dans un exemplaire complet des ouvrages d'Aboùl Djoùd, écrit 
de la main d'Alhàzemi (*) le Khàrezmien. 

L'une de ces deux espèces est trinóme , à savoir: «Un cube 
« et un nombre sont égaux a des carrés (**). » Cette éqiia- 
tion a des cas, et les cas sont sujets a des conditions, ainsi 
qu'il a été expliqué dans ce mémoire. Mais d'abord il n'a pas 
énoncé complétement les conditions, et ensuite il s'est trompé 
de nouveau à Toccasion de cette espèce en affirmantque, si 
le coté du cube égal au nombre donne est plus grand que la 
moitié du nombre des carrés, le problème est impossible. Car il 
n'en est pas ainsi, comme nous l'avons démontré. Il fut induit 
dans cette erreur, fante d'avoir reconnu la possibilité du con- 
tact ou de Tintersection des deux coniques dans cet autre cas. 

L'autre espèce est quadrinòme , à savoir: a Un cube plus un 
« nombre plus des cótés est égal à des carrés (***) ; » et certes rien 
de plus beau que sa solution de ce problème après que toi)S 
les géomètres s'étaient épuisés en vains efforts pour l'obtenir. 



*) Yoir le Loub AlUmbdb du SoyoAU, ed. de Vetb, yoI. I, p. Vf . 
**) C*eftl réquatioD n* 17 d'Alkhayyàmt. Yoir page 40 sqq. 
***) C'est réquation n» 21 d'Alkhayyàmt Voir page 49 sqq. 
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Cependant le problème qu'il résolut était particulier, et Tes- 
pece a dìfférents cas et est sujette a des conditions; enfin elle 
renferme des problèiiies iiiipos3Ìbles. De tout cela il ne donna 
pas une discussion exacte et complète. 

Tai parie de cela uniquement afin que les personnes qui 
rencontreraient les deux traités — pourvu que ce qui m*a été 
raconté relati vement à cet excellent geometre soit exact — puis- 
sent comparer mon mémoire présent avec celui attribué à cet 
CTcellent geometre. 4 8 

Or, je crois n'avoir negligé aucun soin pour rendre ma dis- 
cussion complète, m'effor^ant en méme temps de satis£iire 
pleinement à ma promesse, et d'éviter pourtant une prolixité 
ennuyeuse. Si j'avais voulu , j'aurais faciiement pu donner des 
exemples de chacune de ces espèces et de leurs cas. Mais, crai- 
gnant d'étre prolixe, je me suis borné a proposercesthéorèmes 
généraux, confiant en l'intelligence de l'étudiant, parceque ce- 
lui dont l'esprit a bien pénétré l'idée de cet ouvrage ne sera 
certainement pas arrété par tei problème special qu'il voudra 
se proposer, ou par la difficulté de le rameuer à l'espéce dont il 
est le cas particulier. C'est le concours de Dieu qui conduit 
au succès, et c'est en son assistance que nous nous copfions en 
tout état. 

J'ajoute encore ce qui suil. Un de nos élèves nous a presse 
deses instances d'exposer l'erreur (^) commise parÀboùl Djoùd 
Mohammed Ben Allaithdans ladiscussion de la cinquième dessix 
espèces trinómes résolubles au moyen des coniques. C'est l'è- 
quation a Un cube et un nombre sont égaux à des carrés (^^). » 

Aboùl Djoùd dit : Faisons le nombre des carrés égal à la 

*) Cette erreor consiste à avoir dit (fig. 30) : 

1* Qoe si BC = CA , les deox coniques se toachent au point D ; 

2* Qoe si BC> CA, les deux coniques n'ont pas de rencontre do toot. (Voir pages 43 

et 81.) 
*♦) w» t7. x^ + a = cx\ 

6. 
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lìgne AB (6g. So), et prenons sur AB un segment BC égai au 
coté d'un cube qui est égal au nombre. La ligne BC sera, ou 
égale à CA, ou plus grande, ou plus petite que CA. 

Il dit : Lorsque CA est égale à BC (fìg. 3o, i ), coroplétous le 
rectangle C£, et faisons passer par D une hyperbole ayant AB, 
B£ pour asymptotes. Construisons aussi une parabole ayant 
son somroet au point A, son axe sur AB, et son paramètre égal 
à BC. Cette parabole passera infailliblement par le point D, 
comme nous Tavons démontré. Puis il dit que les deux co- 
niques se touchent au point D. Mais c'est une erreur , parce 
qu'elles ont nécessaireroent une intersection. Démonstration. 
Faisons BZ égale à BA, et joignons AZ. Alors AZ passe infailli- 
blement par D, et sera située (relativement à sa partie AD) dans 
l'intérieur de la parabole. L'angle ADB sera un angle droit, et 
l'angle ABDsera égal à l'angle ZBD. Or il est connu que Taxe 
del'hyperbole divise en deux parties égales l'angle (des asym- 
ptotes) qui l'enveloppe. Conséquemment la ligne BDTest l'axe 
de l'hyperbole qui passe par D. Mais la ligne AD est parallèle 
49 aux ordonnées (de l'hyperbole); elle sera donc tangente à 
l'hyperbole. Il s'ensuit nécessairement que la parabole coupé 
l'hyperbole, ne pouvant étre située entce l'hyperbole et la 
tangente à l'hyperbole ; parce que si la parabole touchait cette 
tangente a l'hyperbole , les droites menées du point D à un 
point quelconque pris sur la circonférence parabolique AD 
tomberaiententrela parabole et sa tangente, ce qui estabsurde. 



AB = C, BC = 0, BC < AB. 



' — c 



BC > AC, ou V/o > -. — BCDE carré. 
< < 2 

AB, BE, asymptotes d'une hyperbole equilatere qui passe par le poiut D. 

A sommety AB axe, BC paramètre d*une parabole. 
1) BC=AC(fig. 30, i). La parabole passe par D (Toir la note page 41), et les 
deux sectìons coniquesse rencontrent en D, non par contact, mais par inter- 
section. 
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li en résulte avec nécessité qiie la parabole coupé rhyperbole 
ancore dans un autre pòint situé entre A et D. Et c'est ce qiie 
nous nous proposions de démontrer. C'est ainsi qiie ce geo- 
metre excellent s*est trompé en avan^ant quelesdeux coniqnes 
nécessairement ont un contact au point D. 

Maintenant quant à ces mots : « Lorsque BC est plus grande 
queCA,le problèmeestimpossible, parce queles deuxconiques 
ne se rencontrent pas, » c'est une assertion erronee. Au contraìre, 
les deux coniques peuvent très-bien se rencontrer, soit par 
intersection , soit par contact , en un seul point ou en deux 
pointSy situés entre A et D, ainsi que nous l'avons démontré 
ci-dessus. Et l'on peut eu donner une démonstration plus 
generale que celle que nous avons proposée. 

Que AB (fìg. 3o^ s) soit égale au nombre des carrés, et BC 
égale au coté du cube (qui est égal au nombre donne) et 
plus grande que la moitié de AB. Complétons CE, et décrivons 
les deux coniques de la manière qu'on sait. Supposons (^) 
AB égale à dix, etZB égale à six. Le produit du carré de ZB en 
ZA sera cent quarante-quatre. Ce sera le nombre donne; le 



AB ,« 
*) 2) BC> AC ou BC > -r- (fig. 30, «). — Supposons AB = c= 10 , ZB = a? = 6 ; 

àex^ + a^cx^ il 8uita = a;»(c— ar) = ai'. ZA= 144; BC =\/a = \/'Ì44 > 5, ou 

AB 
BC>Y 

De BC*= S*. ZA il 8uit : 1) ZB *: BC = BC : ZA. 

Coupant rhyperbole au point H par une perpendiculaire élevée au point Z, on aura rectangle 

HB égal au carré £C , donc 2) ZB : BC = BC : ZH 

et 3) zb*:bc = zb:zh 

De 1) et 3) il suit 4) ZB : BC = ZH : ZA 

de 2) et 4) 5) BC : ZH = ZH : ZA ou zi = BC.ZA ; 

enfio de 4) et 5) ZB : BC = BC:ZH = ZH : ZA. 

Or, deZH = BC.ZA il résulte que H est situé aussi sur la circonférence de la parabole, bien 

Al» 

que nous ayons suppose BC> -r- ou BC > AC. Conséquemment Tassertion d'Aboùl DjoOd 

qu'en ce cas les deux coniques ne se rencontrent pas, est erronee. ~ L'autre racine posi- 
tive est, dans Texemple présent, a; = 2 + 1^28» 
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coté ( du cube qui lui est égal) sera BC, et BG sera in&illiblement 
plus grand que cinq, parce que le cube de cinq est cent yingt- 
cinq. Or le solide ayant pour base le carré de ZB, et pour lau- 
teur ZA, est égal au cube de BC.Conséquemment leurs bases^on t 
réciproquement proportionnelles à leurs hauteurs^ c'est*à-dire le 
carré de ZB est au carré de BC comme BG à Z A.. Menons deZ une 
perpendiculaire qui coupera l'hyperbole au point H,et complé- 
tons le rectangle HB. Le rectangle HB sera égal à CE. Consé- 
quemment leurs còtés seront réciproquement proportionnels, 
c'est-à-dire ZB sera à BC comme BC à ZH. Donc le carré de ZB 
sera au carré de BC comme ZB à ZH. Mais on avait troupe le 
50 carré deZB au carré de BC comme BC à ZA; par conséqoent 
ZB à ZH comme BC a ZA ^ et alternando (^) (ZB a BG comme 
ZH à ZA). Il en résulte que les quatre lignes ZB^ BC, ZH^ ZA 
sont en proportion continue, et que le carré de ZI} est égàl au 
produit de BG en ZA. Mais BG est le parametri de la parabole 
dont AB est Taxe et A le sommet ; conséquemment ZH est or- 
donnée de cette parabole , et le point H sera alors infaillible- 
ment situé sur sa circonférence. Mais H était déjà situé sUr 
la circonférence de l'hyperbole. Les deux coniques se ren- 
contrent donc; et l'erreur d'Aboùl Djoùd^ lorsqu'il dit qu'elles 
ne se rencontrent pas, est evidente. Or, c'est ce qu'il s'agissait 
de démontrer. 

Afin d'éclaircir encore plus cette questiona supposons (**) AB 



*) Yoir Euclide, filéments, liv. Y» déf. 13. 

3 

**) (Fig. 30, ») AB = C=80, BC=\/a = 41, AC = AB — BC=39, BC> AC. 
CD = BC , donc CD > BC. AC ; conséquemment D est situé en dehors de la parabole. 

LC = BC.AC = 1599, LC = 1^1599 == 40 — « , où e < r^r. 



TC = BC = 41, AT = 2; HB = BT. .. HT tangente àriiypcrbole; 

4 



AC 39 3 

AK = -r «=~=97; MK perpendicttlaire à AK. 



• — « — » LC . 1 

LG : MK = AG : AK = 4 , MK = -r- = 20 — e', où e' < r--. 

* 100 
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(fig. 30f 8 ) égale à quatre-vìngts, et fiC qui représente le coté 
du cube qui est égal au nombre donne , égale à quarante et 
utl, de sorte qu'elle sera plus grande que AC. Le point D 
tottìbera eu dehors de la -paràbole. Que celle^ci passe donc 
par le poitit L. Alors la ligne L€ sera égale à la racine de mille 
cinq cent quatre-vingt-dix-neuf , ce qui fait quarante moins 
une petite quantité. Faisons 'fC égale à GB, BH égale à BT^ et 
joignons TH« Àlors TH sera tangente à l'hyperbole^ comme 
ilòus l'avons détnontré. Prenons un segment AK égal à un 
quàtt de AC, et menons de K une perpendìculaire qui cou- 
pera la parabole au point M. Le carré de LC sera au carré de 
KM comme AC à AK, parce que les deux premières lignes 
sòht ordontiées de la pàlrabòle; c'est ce qui a été détnontré 
paf Apollonins daùs la 19® proposition du premier livre (*). 
KM seta donc la moitié deLC, c'est'-à-dire égale àvingt, moins 
une petite quantité. Or, CT est quarante et un, AK neuf et 
tfóis quarts , et AT deux (**) ; conséquemment KZ sera onze et 
trois quarts , parce que KZ est à KT comme HB à BT ; mais 
lè^ deux dernières lignes sont égales. Il en résulte que la ligne 
ZM sera plus gi'ande que huit^ ce qui est compté à partir de 



KZ:KT = HB: BT, donc KZ=KT=KA+ AT = I1 ^. 

ZM = MK — KZ=8 7 — e* > 8. 

4 



BC BC* 



L'abscisse KN de l'hyperbole qui correspond à KM sera égale ^ g? = a b^AK ^ ^^»^^> 

donc KN > KM , de sorte qu'icì les deux coniques sont situées en dehors Tune de Tautre. 

AC 
Mais, en effet^ton ne voit pas bien pour quel motif Tauteurasupposó AK= -7-; car s'il 

avait donne à K une valeur comprise entre 17,8 et 36,6, il aurait nécessairement trouvé qiie 
rhyperbole passe dans Tintérieur de la parabole, et vice versa, ainsi que le montre la figure 
dans le trace de laquelle les données numériques du texte onk été rigoureusement observées. 

*) £d. d'Oxf., p. 46, liv. I, prop. 20. 

**) J'ai laissé subsister dans le texte la le^on ìthndni, comme se tj;ouvant également dans 
les deux mss. ; mais il vaudrait mieux lire ithnaini. 
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la tangente à l'hyperbole ; et ce sera dans cette positìon infail- 
liblement en de^à de l'hyperbole ; de sorte qu'on serait force 
d'avouer que les deux coniques ne se rencontrent pas lorsque 
BC est plus grande que CA. Mais il n'en est pas ainsi néces- 
saìrement dans tous les cas, et Aboùl Djoùd s'est trompé dans 
51 cette assertion. Rem arquez cela. Si on veut, onpeut facilement 
en trouver des exemples numériques. 

Ce problèrae revient en vérité à celui d'appliquer à une li- 
gne donnée(c) un solide ({e — a:\ x^) défaillant d'un cube (x^), 
et égal à un autre solide donne (a) (*). Alors^ si le coté (1^) 

du cube, qui est égal au solide donne, est égal à la moitié [ - j 

de la tigne, ou plus petit, la construction est nécessairement 
possible; mais lorsque ledit coté est plus grand que la moitié 
de cette ligne, le problème peut conduire à des cas impossi- 
bles, conformément à ce que uous avons exposé. 

Cest Dieu qui facilite la solution de ces dìfìQcultés par ses 
bienfaits et par sa générosité. 

Termine (**), à midi, le premier jour de la semaine, le vingt- 
troisième du mois Rabìa premier de l'an six cent..... 



*) Comparer Taddition B. — Cest peu^étre cette analogie qui eiiste entre la constroction 
de réquation x^ -^-a^^cx^ et la 28"^ proposition du W^ livre des Éléments d'Euclide (ou, 
si ron veut, Téquation carrée x^-i-a = hx) qui a cause Terreur d'Aboùl Djoùd relativement 
à la limite de la solubilité. Car dans cette dernière proposition cette limite, en effet, a Heu 
lorsque la racine (carrée) de la surface donnée est égale à la moitié de la llgne donnée, en 
supposant que le parallélogramme applique doive étre défaillant d'un carré. 

**) A savoir la copie. — Quant au millèsime qui est indiqué dans le manuscrìt par un parafe 
difficile à déchiffrer, j'en ai inséré dans le teste un fac-similé grave, pour ne pas hasarder une 
explication conjecturale. 




ADDITIONS. 



"^ 



«f Mémoire dlbn Alkaltham^ c^est^-à^ire da chaXkh Aho&l 
Hagan Ben Alhajgan Ben Alhaìtham sur la section d'une tigne 
emplojrée par Archimede dans le second Iwre. » 

« Il dit : Archimede employa, dans la quatrième proposition 
du second livre du Traité de la sphère et du cylindre, une 
ligné qu'il suppose divisée suivant une raison particulière, 
sans démontrer comment on divìse cette ligne suivailt cette 
raison. Et puisque là section de cette ligne ne peut étre effec- 
tuée qu'au moyen des sections coniques, et qu'il n'ernploya 
dans son ouvrage rien des sections coniques, il ne s'avisa pas 
de méler au traité ce qui était étranger à son sujet. Nouò 
ayions donc admis cette section d'Une ligne, eu présupposant 
qu'elle peut étre efiectuée. Mais tant que nous ne dìvisoiìs 
pas effectivement la ligne suivant la raisoti dontiée par Archi- 
mède, la démonstration de la proposition dans laquelle cette 
section ftit employée par liti reste incomplète. Puisquò donc 
il tti est ainsi, udus nous sommes propose d'effectuer cette 
section et d'en montrer la possibilité, afin de rendre evidente 
la justesse du procède d'Archimede. » 

<c La section employée par Archimede consiste en ce qll'il 
donne une ligne» et sur cette ligne deux points D^ Z (fig. 3i). 
Il suppose que les deux distances DB, BZ, sont connues, ainsi 
que le rapport de BZ à BT. Puis il dit: Faisons maintenant le 
rapport de HZ a ZT égal au rapport du carré de BD au carré 
de DH. )) 
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« Déterminons donc la ligne au moyen de ces dounées, et 
occupons-nous de sa section. » 

J'ai tradnit textuelleraent cette petite ìntroduction, puis- 
que les paroles du célèbre geometre arabe ne sont pas sans 
une certaiue valeur historique. Pour la solution méme qui 
suit, jene vais endonnerqu'un exposé succìnct, afin de ne pas 
fatiguer le lecteur par la prolixité des déraonstrations ancien- 
nes adoptée par les Arabes. 

Faisons AD, ET, CZ, égales à BD et perpendiculaires à DZ, 
et joignons les points A, E, C, qui sont en ligne droite. 

Faisons passer par E une hyperbole ayant CZ, ZD pour 
asymptotes. Elle coupera AD en un point K situé entre 
A et D. 

Puis construisons une parabole dont Faxe soit DA, le som- 
met D, et le paramètre DB. Elle coupera AC en un point S, en 
sorte qu'on aura AS = AD . BD == BD,' donc AS=BD. Et puis- 
que AE =DT>DB f), on aura AE> AS. 

E sera donc situé en dehors de la parabole, tandis que K, 
comme point de son axe, sera situé dans Fintérieur de la pa- 
rabole. Il s'ensuit que l'byperbole et la parabole ont une in- 
tersection. 

Abaissons du point d'intersection M une perpendiculaire 
sur DZ ; le pied H de cette perpendiculaire sera le point 
cherché. 

Car, en menant par le point M une droite NML parallèle à 

DZ, on aura, en vertu de la parabole, MN = BD . DN, ou 

DH*z= BD . MH, donc i) BD*: DH = BD : MH. 

Puis, en vertu de l'byperbole, on a ML: EC = ET:MH, 
ou a)HZ:ZT = BD:MH. 



*) Puisque BZ > ZT, voir Archimede, ed. «l'Oiif., p \b%, lig. 26 <iu lexte grec. 
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Mais de la combinaìsoD de i) et 2) il suit : 

HZ : ZT z= BD': DH'; c. q. f. d. 
On peut voir la méme cbose d'un seni coup d'oeil. Désignant 
DB, TZ, DZ, DH par a, A, e, .r respectivemeot, et prenant D 
pour orìgine des coordonnées , Téquation de l'hyperbole sera 
y. (e — ^^)=a.è, celle de la parabole x* =/.«, et la combinaison 
de ces deux équations donne jf(c — x)==a*. bj ce qui est en 
efFet Téquation qu'il s'agissait de construìre. (Voir la préface.) 



A la suite du mémoire d'Ibn Alhaitham il se trouve une 
autre solution du méme problème, précédée de ces mots : 
ff D'une autre manière par un autre, au moyen du mouye- 
ment de la ligne. » Elle m'a paru mériter une attention par- 
ticulière , comme solution mécanique d'un problème de géo- 
raétrie; et encore parce qu'elle prouve, corame on verrà, 
combieules Arabesont su pénétrer dans l'esprit desméthodes 
grecques, et s'en fai re des instruments qu'ils maniaient habi- 
lement. Voici le procède du geometre arabe : 

Menant des points D et Z (fig. 32)deuxperpendiculaires àia 
ligne DZ, il prend sur la première un segment DA égal à BD, et 
sur le prolongement de DZ un segment ZC égal à ZT. Puis il 
imagine deux droites pivotant autour des points A et C en res- 
tant constamment parallèles entreelles : la première de ces droi- 
tes mobiles coupera constamment ladroite DZ ; la seconde cou- 
pera la perpendiculaire menée du point Z ; la droite qui joint 
les deux points d'intersection changera de position avec les 
droites mobiles, et renfermera avec elles des angles variables. 
Qu'on fixe entre toutes les positions qne prend successivement 
le système de ces trois droites mobiles, celle dans laquelle 
la troisième droite qui joint les points d'intersection est per- 
pendiculaire aux deux parallèles mobiles. Le point d'inlersec- 
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tion H de la première droite mobile avec la droite fixe DZ, qui 
répond à cette position, sera celui qu'il s^agissait de trouver. 

Car on aura AD:DH = HZ:Z£; dono AD*: DH=HZ':^' 

=HZ:ZC; mais AD==BD et ZC=ZT; donc"BDMDH = 

= HZ:ZT; e. q. f. d. 

ExaminoQs cette solution. Désignons comme ci-dessus BD, 

TZ y DZy DH par a^b^c^x respectivemen t ; il s'agit de construire 

réquation 

1) a? — ca^ + a^.b = 0. 

La construction du geometre arabe revient virtuellement 
à ceci : de construire la courbe lieu géométrique des pieds 
de toutes les perpendiculaires abaissées du point C sur toutes 
les tangentes d'une parabole dont A est le foyer, et DC la tan- 
gente au soromet ; puis de couper cette courbe par une droite 
perpendiculaire a DC au point Z. En d'autres termes, pre- 
nant le point C pour origine des coordonnées, on combine la 
courbe 

I) f + x'^y — (6+c)a/y+ aa!^ = o 

avec la droite j/ = 6, ce qui, lorsqu'au moyen de la relation 
a : X =^ : oi z=ijr : è, on introduit encore x en place de j- , 
produit effectivement l'équation proposée. 

Yoici maintenant comment cette construction se rattache 
à celle donnée par Platon pour le problème des deux moyen- 
nes proportionnelles (^). La solution de Platon consiste en ce 
qu'on prend, sur les deux cótés d'un angle droit à partir du 
somraet B (fig. 33), deux segments BA , BF respectivement 
égaux aux deux lignes données , et que Fon trouve , à Faide 
d'un instrument qu'il imagine pour cet effet, deux points £, ti 

*) Archìm,^ ed. d*Oxf., p. 1S5. 




— 95 — 

situés sur les proloogements de AB et de FB; de sorte que 
FEA et EAA soient des angles droits. 

Désignant BF par by B£ par^, BA par z, BA par a , on aura 
en e£fet b xjrzzuj' : zz=:z: a-, donconauraconstruitréquation 

Mais évidemment catte constructìon revient à ceci : de cons- 
truire la courbe lieu géométrìque des pieds de toutes les per- 
pepdiqulaires abaissées du ppint F sur toutes les tangentes 
de la parabole dont A est le foyer et BF la tangente au som- 
niet; pui$ de CQuper cette courbe par le prolongement de la 
droite AB. 

Cette courbe est donc la méine que celle dont nous venons 
de parler. Prenant le point F pour origine des coordonnées^ 
ce ^era la courbe 

II) f-^a^y — hxy — ojp* =*5 o, 

qui, combinée avec la droite a; == è, produit y^z=iab^. En 
échangeant les directions positive et negative des^, les èqua- 
tions I) et II) deviennent identiques lorsque les paramètres 
{h + e) et é sont les mémes. 

Le geometre arabe s'est donc ingénieusement servi pour la 
constructìon de Téquation i) des moyens imagioés par Platon 
pour celle de l'èqua tion a). 

On a dit que la construction d*une èquation cubiqueà Faide 
d'une courbe du troisième degré renfermait une pétition de 
prìncipe, en ce que la succession despoints de ces courbes ne 
saurait étre trouvèe que par la rèsolution d'une èquation cu* 
bique. Cette objection s'évanouit cependant à Tègard des 
courbes qu'on peut dècrìre a Taide d'un instrument par un 
mouveraent continu , et Fon peut dire en quelque sorte que 
c'est ce que virtuellement Platon du moins a fait. Bìen n'est 
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plus facile que d'itnaginer lìii pareil instiiinient pour la courbe 
qu'on vient d'examiner (*). 

B 

« Au Dom de Dieu clément et misérìcordieux ! 
« C'est en Dieu que repose ma confiance. » 

oc J'ai lu ce que tu as mentionné , ó mon frère, de ce qu*a 
dit le geometre Aboù Abdallah Almàbàni daos le mémoire 
qui a pour objet de commenter le second livre du traité d'Ar- 
chimede sur le cylindre, la sphère et le cóne,à savoir que des 
neuf propositioDS quicomposent ce livre, il réussit à en cons- 
truire buit^ tandis qu'il s'effor^ait en vain de donner une so- 
lution parfaite de la quatrième, laquelle est la section d'une 
sphère en deux parties suivant une raison donnée, à cause 
de la difficulté du lemme dont il avait besoin pour cette so- 
lution. 11 chercba alors a la résoudre par l'algebre, et ramena 
leproblème à uneégalité du cube et descarrés à un nombre (**) 
(équation) dont les éléments ne sont pas proportionnels {***). 
Cela revient à appliquer à une ligne donnée un solide à cótés 



*) Ed discatant i'équation I), on troave qoe cette courbe a deax branches iofinies, ayant 
pour aaymptote commane la direetrice de la parabole mentfoonée ci-dettot, et dirìgées de 
part et d'aiitre de cette asymptote. Elle forme au-deflsiu de Tale CD (fig. 32) un nceod pencbé 
▼era AD , et a un point doublé en C. Elle s'éloigoe le plus de l'axe des abscisses anx deux 

points qui ont pour coordonnées y = — j — , af = — — . ^ . , , en poaant 

d' =a' + (H*^)'- ^ì 1® V^^^^ ^^^ ^ » ^° *'^" d'étre pria sur la tangente au sommet, avait 
été pris sur la direetrice de la parabole, la courbe aurait été une focale à noeud. 

**) Cela n*est pas tout à fait exact ; il (allait dire : « d'un cube et d'un nombre à des carré». » 
Cepcnidaiit il ne faut voir en ceci qu'un simple lapsus ealami , une légère inadvertance, et 
non pas une erreur ou une incertitode. En effet, en parltnt de choses aossi connues que 
l'étaient le lemme d'Archimede et I'équation d'Almftbànl » et encore en yenant d'examiner 
un mémoire qui a'y rapportait, l'auteur pouvait se dispenser de parler avec cette rìgourense 
exactitude qu'on mettrait à énoncer des tbéorèmes entièrement nonveaux. 

***) C'cst-à-dire ce n'est pas une équation du genre des équationsn"* 10, fi, 12 du traité 
d'Alkhayyftmt , en sorte qu'on pourrait, en ladivisantpar^, laramener à une équation 
earrée. 
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pdrallèles et défaillant d'un cube. Or j'ai eu besoin, pour effec*- 
tuer ceci (*), de résoudre antérieurement un autre problème 
à la solution duquel on parvient saus difficulté, et que voici: » 

« Étant données deux lignes AB et C (fig. 34)^ diviser AB 
au point D^ en sorte que AD soit à C comme le carré de C 
au carré de BD. Et c'est ce dont on a besoin pour résoudre 
le problème dans la solution duquel échoua Almàhàni. » 

« Mais cela n'est possìble que lorsque la ligne C n'est pas 
plus grande que la ligne qui peut le solide ayant pour aréte un 
tiers de AB et défaillant d'un (cube qui a pour base le) carré 
dont le coté est égal àdeux tiers de AB (**), c'est-à-dire : la ligne 
qui peut quatre neuvièmes d'un tiers du cube de AB (***). » 

« Toutefois supposons que C puisse étre plus grande, ce 
qui sera plus general , et considérons AB dans deux cas, en 

*) Savoìr, pour appliquer à une ligne donnée un parallélipipède de volume donne et 
défaillant d'un cube. 



**) Lems. porte ^*...ac--ltjlc^^tlx^l ^^ Jjil a. JmL ^ J Ui 
«^^t v.^AjiC* ^*Ji^ p^LmoI ÌjuìA Onseserait attendu à trouver . Jl& . ^%a3| iudr-^t 



^Mi 'y^ì Pour explìquer les 

termes employés dans le texte, rappelons d*abord que cette construclion d*un parallélipipède 
applique à une ligne et défaillant d*un cube est calquée sur celle d*un rectangle applique à 
une ligne et défaillant d'un carré. (Eucl., VI, 28.) En effet, en désignant par l là ligne don- 
née, par t; ou 5 le volume ou la surface donnés, la première construclion s'exprìmera par la 
formule v=(l'^x)x^, la seconde par la formule s=(l^x) x. Dono, au lieu de parler du solide 

^- 1^ applique à la ligne ay et défaillant du cube y^» dont le 

s coté est Py» 1^ geometre arabe, en faisant abstraction 
de la bauieur commune ys, égale au coté du cube re- 



K 



jj p ^ tranché, n'a en Yue que la base ad, qui dans cctle con» 

stmction est la partie essentielle de la figure , et appelle le solide «défaillant d'un carré dont 
le Góte est Py >• Ensuite remarquons que tandis que le solide a$ est, en effet , dans tonte sa 
loagnenr applique à la ligne aY» la ligne oy n'est pas tout enlière appliquée au solide a5 ; or 
la partie de cette ligne appliquée au solide aJI ^Loit, c'est ap, l'aréte du solide 

applique, et dans nutre cas - AB. 
*^) Condition t C ^ y ( AB - j AbV| AB^ ou C ^ V ^ ^'* 
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noiis proposant (lans Tun de retrancher BD de ÀB^ et dans 
laiitre d'ajouter BD à AB^ en sorte que AD soit à C comme le 
carré de C au carré de BD. » 

Voici maintenant la solution que le geometre arabe donne 
du problème ainsi pose, et que je ne reproduis pas textuelle- 
ment, afin d'abréger. 

Il fait BE=Cf et construit sur B£ comme base le carré BEZH. 
Il décrit une parabole doni le sommet est A, l'axe AB, et le pa- 
ramètre C; ensuite il fait parser par Z une h/peróole skysintEB, 
BH pour asymptotes. Les deux coniques se rencontrent néces- 
saireinent. Du point d'intersection T^ on abaisse deux perpen* 
diculaires TK, TD sur BH, BE. On aura en vertu de la parabole 
i) AD : TD =TD : C , en vertu de l'hyperbole BK : BE = 
EZ:KT ou a) TD : Ci=:C : BD. De la combinaison de i) et a) il 
suit AD:TD=TD:C = C:BD ou AD:C = C*:BD; c.q. f. d. 

Puis il en revient ai usi au problème principal : 

« Après avoir résolu préaUblement ce lemme , prenons AB 
dans les deux cas, et proposons-nous d'appliquer à AB un so- 
lide à cótés parallèles , égal à un soUde donne, «xcédant ou 
défaìllant d'un cube (*). Que la ligne C soit le coté d'un cid>e 
égal au solide donne. Dans l'Un des deux cas retranchons de 
AB, et dans l'autre ajoutons à AB une ligne BD, telle que AD 
soit à C comme le carré de C au carré de BD. » 

« (La possibili té de) cette construction n'est pas limitée 
au second cas, mais elle l'est nécessairement au premier. La 
limite, c'est que la ligne C ne soit pas plus grande que la ligne 
qui peut un cube égal à quatre neuvièmes d'un tiers da cube 
de AB, c'est-à-dire le solide ayant pour aréte un liers de AB 
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*) Que le volume doRué soit égal au cube C Au moyendu Iettarne on trouve AD, en sorte 

qiie AD . BD = C; mais AD=:(AB±:BD); doAc AB . BD "t BD égal au volume donne; ce 

(|u*il s'agissait d'obtenir. 
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et défaillant d'un (cube qui a pòur base le) carré doni le 
coté est égal à deux tiers de AB (*). »> 

(c Le prodiiit du carré de BD en AD est égal au solide à còtés 
parallèles , termine par deux carrés de BD et par quatre rec- 
tangles AD, BD ; le produit du carré de C en C, c'est le cube 
égal au solide donne. Le solide applique à AB sera dans un 
cas défaillant, et dans l'autre excédant, d'un cube dont le coté 
est égal à BD. Cest ce que nons nous proposions de détiion- 
trer. » 

Ensuite le geometre arabe se propose ce problème plus ge- 
neral : 

Étant dònne un volume V, un parallélipipède P, et une 
droite a^ appliquer à cette droite un parallélipipède égal à V, 
et défaillant ou excédant d'un parallélipipède semblable à P. 

J'abrégerai considérablement la démonstration parlaqoelle 
il ramène ce problème au lemme résolu préalablement, en in- 
troduisant quelques notions modèrnes. 

Désignons par/?, ^, r, trois arétcs d'un parallélipipède abou- 
ti^sant à un méme sommet , et par a, 6, y les angles compri^ 
entre ces trois arétes priàes deux à deux; le volume de ce 
parallélipipède séra représenté par l'expression 

y t ■ Il I» Il I W 

p.q.rX^ \ -\- 2co(sa cos^ cosy — cosa* — cosg' — cosy*. 

Dès qu'il s'agit, comtne ici, de parallélipipèdes semblables^ a, 
6, y seront constants, ^^ et r pourront étre remplacés par X • /i et 
ft. />, A et (A désignant des rapports constants, et/> seul restant 



i^^iA^MM 



\^A IjJli £videncment Jujl^if est une erreur de capiste pour ^joSUl ; comparer le pas- 
sage du texte cité ci-dessns. 

7. 
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varìable, le volume crun quelconque de ces parallélipipèdes 
s'erprimera par p^ . kj k clésìgnant une constante. 

Maintenant détermìnons p^ en posant /i' . A-^z: V; puis résol- 
vons Téquation (a — x)x^=p^ (résolution donnée par Tauteur 
dansson lemme); ayant déterrainé x, prenons sur AB (fig. 35) 
un segmeut DR = x, et faìsous le parai lélipipède BK sem- 
blable a P. On aura, volume de BKz^x'.A*. Mais on volt que 
BK : AK =BD : AD; donc volume de AK=(« — x).x*.k= 
^' . A- = V; ce qu*il s^agissait d'obtenir. — 

Je ne m'arréleraì pas à faire remarquer comraent les deux 
constructions données par Tauteiir de ce morceau, des èqua* 
tions (AB±.r) j:'=C' (en désignant BD par x)y sont exactement 
les mémes que celles des équalions n^ 16 et 1 7 par Alkhayyàmi. 
Il suffira pour cela de jeter un coup d'oeil sur les figures ao» 

!ii et 34. 

Mais ce sur quoi j'appelle Tattention, c'est la limite énoncée 
dans ce morceau relativement a la solubilité de Téquation 
(AB — x)x'=C\ c'est-à-dire de Téquation x^'ha=cx\ Car il n'y 
a pas d'ambiguité à ceci : Tauteur déclare, avec une précision 
parfaiie, que le lemme d'Archimede fut ramené par Almàbànt 
a une équation de la forme j:*+a=cx\ et que la résolution 
de cette équation que se proposa Almàhàni dépend à son tour 
du lemme résolu par Tauteur, c*est-à-dire de la construction de 
Téquation (AB — x):C=C:x^. La relation qui exprime la li- 
mite de la solubilité d'un de ces problèmes enchainés Tun k 
Tautre, est donc nécessairement censée étre donnée en roéme 
temps pour les autres. 

Or Tauteur énonce cette limite absolument comme les mo- 
dernes, c.-à-d. qu'il Texprìme par la relation 



= v/4 



AB cu 2i7a = 4c\ 
27 / -» 



i 
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Aprèsavoir signalé ce fait, qui me parali digne d'une atten^ 
tion parliculière, je vais montrer comment les géomètres ara- 
bes pouvaient arriver à celte découverle. 

Le lemme d'Archimede avait été résolu par Eutocius (*) 
sous ]a forme suivante : Déterminer sur une droite donnée AB 
un segment BE, tei que AE soit à une ligne donnée comme 
une siirface donnée au carré de BE. Puis Eutocius avait re- 
marqué et démontré que le produit de la surface donnée en 
la ligne donnée ne doit pas étre plus grand que le produit 

AE . EB lorsqii'on prend BE == 2 . E A . 

Cest par l'heureuse idée de substituer au produit des deux 
données lìnéaire et superficielle, le cube d'une seule ligne 
donnée, que le geometre arabe est parvenu a l'expression 
moderne de cette limite. 

Enfin je fais observer que ce qui daus la bouche d'Euto* 
cius n était qu'une propriété isolée d'un certain cas de geo- 
metrìe^ se changea entre les inains des Arabes en un théo- 
rème de la théorie des équations cubiques. Mais on verrà dans 
la note suivante que ce n'est pas méme a ceci que se borne 
le parti que les mathématiciens arabes ont tire de ce problème 
d'Eutocius^ dont ils ont su comprendre tonte la portée. — 

Cemorceau n'est précède d'aucune indication de son auteur, 
et le texte méme n'en contient pas non plus. La démonstra- 
tion se termine exactement à la fin de la dernière ligne d'une 
page, etau-dessous du milieu de cette dernière ligne se trou- 
vent les mots ^^>^^ f^ ^^^w^^j (Soii Deo gloria) ^ d'une écri ture 
plus mince que le reste. La page suivante commence ainsi i 

^^jjJl J-V^ ^\ ^Luj^l -.l^-3r-=— I ^ ÌL.JJUI ISAh 
élìl A-v-aj ^ys^\ ^^ ^^ L^Xa?***' vj^xkftl Utj ìC& é^t'^j 

*) Archimede, ed. d'Oxf., p. 164 sq^. 



i 
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c'est-à-dire : « La résolution de cette proposition appartieni 
au professeur Aboù Sahl Alqouhi, que Dieu lui soit favo- 
rable! et moi^ j'en ai communiqué un exetnplaire au chaiich 
Aboùl Djoùd, que Dieu soit miséricordieux envers lui! 
Propose a un homme d'imaginer trois nombres différents , de 
sorte que le premier soit le plus grand j le second moyen, et 
le troisième le plus petit. Ensuite, » etc. 

De cette manière on ne sait pas si c'est le problèma qui 
précède ou celui qui suit qui est attribué à Alqoùhì. Malheu- 
reusement encore il ije se trouve dans le manuscrit qu'un 
fragment de ce problème arithmétique ou algébrique, dont 
l'énoncé commence avec la troisième ligne, ce qui ne perinet 
pas de faire de^ conjectures sur son auteur. 

Toutefoié je suis porte à croire que les mots en question 
se rappòrtent au morceau précédent ; en sorte que le mérite 
des décòuvertes dont je viens de rendre compte, appartiendrait 
à Alqoùhi. Ce qui me fait adopter cette opinion, ò'esl exàc* 
tement cette considération de limite, fondée sur le théomne 
d'Eutocius. Gar on rencontrera dans la discussion d'un pro- 
blème qui fait Tobjet de Taddition suivante, et qui appartieni 
indubitabiement à Alqoùhì, d'autres considérations délitiiites; 
fondées également sur le théorème d*Eutocìus, et préseutant 
ainsi une connétion intime avec le tnorceau en question. - 

Le catalogne de la bibliothèqae de Leyde (1716, fbì.), où 
ce morceau se trouve coté numero 1 100, portte : « Mtiti. Ib'n 
Leith nóta& ad commentaria Mahani in secundinn lìbrum Ar- 
clìimedis de spbaera et cylindro. » 

Je ne sais pas sur quoi se fonde cette indication ; mais la 
seule chose que je puisse affirmer avec certitude , c'est que ce 
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morceau ne peut pas avoir pour aiiteur Aboùl I>joùil Moham- 
mcd Ben Allarth. Car cm voit que les erreurs commises par ce 
geometre dans la disciissioi: de Téquation j;' + ^ = c^% et 
relevées par Àikfaayyàcnì (voir p. 43, 82 et 83 sqq.)? p^rtenl 
«xactemeiit sur la limite de la solubiUté, taiidis que le prin- 
cipal mérite du morceaii en question consiste à avoir énoncé 
cette limite avec justesse et élégance. Et si les deux lignes du 
manuscrit discutées ci-dessus se rapportent a ce morceau, de 
sorte qu'une copie en ait été coramuniquée(*) à AboàlDjoùd , 
ccrtainement cela doit avoir eu lieu après qu'il eut compose 
le mémoire examiné par Àlkhayyàmi. 



« Au nom de Dieu clémentet urnséricordieux! » 

« Je dis (**). Et Aboù Salii Vidjan Ben Vastem Alqoùhi est 
auteur d'un mémoire qu'il composa dans lebut de combler la 



^rmm 



*) Od j»eat ausa entendrejes moto i}\ J^^^ji^ \j{^^::ss:*^ vJ^^^wJa&i aiosi : «od m'ep » 

commoniqué un eiemplaire portaut Aboùl Djoùd cornine nom d'auteur. • Alors c*est ane 
centradSctioB d*on wul exemphiire a^ec rassertien positWe de fa Itgne |>récéde9te; et mes- 
arganiento ii'en sub^istent pas moins. 

**) On ?oit que ce n'est qu^nne reproduction ou un extrait du traité originai d'Alqoùhl. £n 
fiffet, ^ moraean # qui da99 ie m$. di in bibUotlièquii ^ l^de ^ isole, fait p^rtie» dai« |e 
ma. de la Bibliothèque pationale, d'une traduction ou plutdtd'upe éditjon arabe du traité de la 
«plière et da eylindre d'Ardiimède. Dans «me coorte prélkce , Timleur^ qni d'ailleiirs ne se 
nomme pas, dìt qu*il a fait cette édUipn X^ d'aprii un exemplatr^ de réditipn yiilgaire de ce 
traité, mal traduit d'abord, re?u et eorrigé ensuite par Tliàbit Ben Rorrali, doquel il s'est 
éfiotié d'étinuoer km fMm cpù 8*7 étoient glis^é^ par l*4gi|oranee du capiate ; %^ d'apra une 
traduction du commentaire d'Eutocins, faite avec soin et intelligence par Isliàk Ben Honain^ 
aoqnd eommentafre ae tponvait entramele le teste du traité d'Afebim^. De pltis, il 7 étaft 
joint séparément le texte du premier livre jusqp'à la quatorzième ^ropositipn^ tradujt d0 
méme par Isb&k. L'éditeur dit encore avoir donne des explicalions qui lui sont pcopres, et 
av^runis à contribution les puvrages é^autres geometra pour éclaircir les endroito dif- 
ficiles; enfin il nousavertit que le nombre des propo^itions du premier liYfe, dans Tex^m- 
plairedeThàbit, était quarante-hnit; dansceluidlshàk, quarante-trois; et qu'ilajugé conve- 
natile de joindre à la fin du traité le iivre de la mesnre du cercie par Arcbimède. — f onrrage^ 
originai d'AlqoAbl est mentionné dans le f aseagedu QitAb AiMmst cité d-desMn (p. dS, I. 1^9). 
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lacune qui se trouve dans le second livre de l'ouvrage d'Ar- 
chimede. 11 a dit dans ce mémoire qu il y a là trois coustruc- 
tions qui rentrent dans la méme catégorie , dont la première 
est celle d'un segment de sphère qui , de deux autres s^ments 
de sphère, est égal a Tun et semblable à l'autre. La seconde, 
celle d'un segment de sphère dont la surface est égale à celle 
d'un autre s^ment de sphère , et qui est semblable à un se* 
cond segment de sphère. 1^ troisième, celle d'un segment de 
sphère égal a un autre s^ment de sphère , et dont la surbce 
est égale à celle d'un second segment de sphère. Archimede 
résolut les deux premiers problèmes sans s'occuper du troi- 
sièroe, qui ne hit pas ajouté non plus aux deux autres par les 
géomètres qui lui succédèrent. Ensuite il (Alqoùhi) en donna 
la construction et la démonstration de la manière suivante. b 
Énoncons avec un peu plus de précision et puis examinons 
préalablement les trois problèmes en question. 

I. Constniire un segment de sphère égal en volume à un 
segment de sphère donne, et semblable à un second seg- 
ment de sphère donne. (Archim., Sph. et Cyl., Il, 6.) 

II. Construire un segment de sphère égal en surface (*) a un 

s^meut de sphère donne, et semblable à un second seg- 
ment de sphère donne. (Archim., Sph. et Cyl., Il, 7.) 

IH. Construire un segment de sphère égal en volume a un 
segment de sphère donne, et égal en surface à un second 
segment de sphère donne. (Alqoùht.) 
Désignons le rayon de la sphère à laquelle appartient le s^- 

ment qu'il s'agit de construire par r, la distance du pian cou- 

pant au pòle du segment par A, on aura : 



i. ^4-(j^)=.. ^=.... r=\/^^, A=v/;^ 



àn tc^B^Bt 11 Immp òrcalaire ■*«! pas conpràe. 
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A . /"*" / *c 

II. 2irAr=*, -=c ... r=V rir>A=:\/ — 

' r aire' »^ aie 

HI. i) J A« (3r— A) = fl , a) air Ar = 3. 

Posons 7= a', -=i': il suit 

b IT 

3) A»— ?ft'A + 3a'6'=0, 4) r»_^r« + ^=0. 

Gomme il faut exclure les valeurs négatives de r et de A, et 

parmi les valeurs positives celles qui rendraìent A> ar(*)f on 

trouve: 

1® Que le problème n'a de solution que tant que A'^ iSa'*; 

a** Que lorsque A' = i8a", le segmeilt cherché est l'hémi- 

sphère (**); 
3® Que pendant que 36a">i'> i8a", on obtient deux seg- 

ments, dont l'un est plus et l'autre raoins grand que la 

moìtié de la sphère ; 
4** Que lorsque é'=36a", il exìste deux soiutions dont l'une 

donne une sphère entière, l'autre un segmentdont la hau- 

teur rapportéeà l'unite du rayon est égale ào^aGS envìron; 
5** Enfin^ que lorsque é'>36«'^ il n'y a qu'une seule solution 

et un seul segment plus petit que la moitié de la sphère. 

Cet exposé rapide fait voir que le problème que se propose 

Alqoùhi est d'une difHculté supérieure aux deux premiers 

résolus par Archimede. Ce n'est méme que gràce à la forme 

particulière des équations i) et a), que le problème ne conduit 



*) On discute facilement les deux équations proposées sous ce dernier rapport, en y sub- 
stitnaut 1 à r, ce qui cliange la condition 6' > t8 d^ daos 4 > A(3— A)% et en examinant 
ensnite, à faide du ttiéorème de M. Sturm, le uombre des racines réelles deTéquation 
A' — . 6A' -(- 9A — s = (où 4 > e > 0) comprises dans les deux inter?aUe8 de à + I et 
de + 1 à + 2y en distinguant pour le second intervalle les cas 4 > e> 2 , 2>s>o et s = 2 ; 
dans ce dernier cas on aura A* — 6A' + 9A — 2 = (A— 2) . (A— 2— 1/3) . (A— 2+ 1^3). 

**) Les deux équations se décomposent, en ce cas, de la manière suivante : 

(A_y/^)'(A+l/2F)=0 et (r-\/\y [r + \\/W) = 9. 
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pas a une équalion du sixìème degré. Or le geometre arabe ne 
résout pas Mulement le problème^ mais il en discute encore les 
cas particulìers tout aussi complétement qu'on vieni de le faire. 
Pour arriver à ce resultata il s'y prend de la manière suivante: 
Il construit deux cónes tels que le premier soit égal en vo- 
lume au premier segment de sphère donne, et que le second 
ait pour bauteur et poùr rayon de sa base une droite égale à la 
droiteHN^menée du póledu second segment de sphère donne 
à un point quelconque de la circonférence de sa base(*). En 
désignant les volumes de ces deux cónes par C et G respec- 

tivement, on aura HN=i/^À' et 



C = a, C = 



31/S 



Q à-^l LI 

Ensuite il prend une ligne BK=-.7r. HN= — 7 et une licne 
^ ^ a C 1 a ° 

C 

S = HN . p7= 3a'. Avec ces données il con$truit deux coniques , 

une hyperhole equilatere x .y"=- HN 

et une parabole y ■=, (BK — x) S. 

Lìntersection de r^^s deux coniques a pour ordonnée la bau- 
teur du segment qu'il s'agit de cònstruire, et pour abscisse le 
diamètre de la spbère à laquelle ce segment appartieni i**). 

Ce quii y a de remarqnable ici, c'est la construction simul- 
tanéededenx équationsrenfermant deuxineonnues, par l'inter- 
section de deux coniques. Mais passons à la discussion, bien plus 
intéressante, que le geometre arabe fait des cas particuliers. 

*) On Yoit abéaieiitqiie la UngMar de cette droile esl coBBlanle poar tous 1« «egmenU 
de i|»lièr6 égaux eo sarfooe. 

*^ fin effet, en élimÌBant alternatifemept a? et y eotce les équatioos des deux -ieetìoM 
coniques, apsòi y a?oir sslietttiié à HN, BK, 8 leors vaieiin ^ndHif, on aiua 

5) y^-j^'y + 3flC^ = 0, 6) «'-^^' + 15 = 0. 

ces équatioBS, conparées aui équations 3) et 4), montreot immédiatenieiit que y répond à 
A et j; à 3r. 
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Mqoùhi distingue ces cas suivant les différentes valeurs que 

C 
peut prendre le rapport ^, a savoir: 

C<l/2 1/2 C 2 C = 2 



I' 



C=5: I ' l "^ G ^ l' 

ce qui équivaut à 

b' 2 '8a'% i8a'« < *' < 36a'*, i' J 36a'«. 

Il démontre d'abord d'une manière rigoureuse, par la con- 
sidération de la tangente commune, qu'au casdu contact des 

Cf I/a 

deux coniqueson a pr=^— ; ensuite qu'on a généralement 

_. ) =: .—1 — L—. et que le dénominateur de cette dernière 

Ly A(or — A) 

expression devenant un maximum au cas du contact, puisque 
alors A=:r, la valeur i— correspondant au cas du contact 

sera la yaleur minimum du rapport ^, et la limite qu'ii ne 

peut pas surpasser en petitesse. 

Il démontre ensuite, d*une manière non moiiis rigoureuse 

et non moìns purement géométrique, que tant que A > r, on 

C 2/' 
aura j; < — i d'où il suit que lorsque le segment qu'il s'agit 

de construire doit étre plus grand que rhémisphère , le rap- 

port donne -— - a pour limite supérieure - • 

C 1 9 

L'auteur constate encore que lorsque le segment est plus 

C 
petit que rhémisphère, le rapport — n'a pas de limite supé- 

c 

rieure , et que de ce qui précède il suit qu'aux valetirs de — 

VjI 



i 



— 108 — 
comprìses entré et - peuvent correspoudre des segmenta 

dans les deux moitiés de la sphère. 

Mais le passage qui se rapporte à cette discussion me sem- 
ble trop important pour que je puisse, malgré sa longueur, 
me dispenser d'en donner la tradiiction textuelle. 

Après avoir termine l'analyse (*) dii problème, l'auteur s'ex- 
prime ainsi : 

« Et nous disons : Le rapport du cóne de la surface au cóne 
du segment {**) ne peut pas étre un rapport quelconque, mais 
il existe nécessairement pour lui une limite de petitesse qu'il 
ne surpassera pas, et qui correspond au contact des deux sec- 
tions conìques en M (fig. 36). Menons (en ce cas) la droite 
OML touchant les deux sections coniques et passant par leur 
point de contact. A cause de Fhyperbole ou aura OM égale à 
MLy comme c'est démontré dans la troisième proposition du 
deuxième li vre du traité des Sections Coniques (***) ; donc, parce 
que DM et BO sont parallèles , LD sera égale à DB, c'est-à-dire 
au diamètre de la sphère. Et parce que ML est tangente à la 
parabole , LK sera égale à KD, en vertu de ce qui est démon- 
tré dans la trente-troisième proposition du premier livre du 
méme traité (**** j ; conséquemment DK sera égale au rayon de 
la sphère , et le point K coinciderà avec le point E (*****). Mais 
on vient d'expliquer ci-dessus que le rapport du cóne de la 
surface au còne du segment est égal au rapport du rectangle 



*) Daiw l'acoeptioi ancienne de ce mot. 

**) c'est tinsi qiie l'auteur nonime les deux cónes dont non$ a?ons désigné les Toloine^ 
par C et C respecti?ement. 

***) Apollon., ed. d*0xf., page 108. 

****) Apollon., ed. d'Oxf., page 69. 

*-"***) on a?ait détenniné le point E en prenant sur le prolongement du diamètre BD» à 
partir du point D, un segment DE égal au rayon. 
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AB en BK au rectangle BZ en BE (^) , c'est-à-dire BZ en BK, 
qui est égal au rapport de AB à BZ. Le rapport de ces cóii^s 
étant égal aussi au rapport de AB à S (^*), on aura BZ, c'est- 
à-dire DM égale à S; et le rectangle S en D& étant égal au 
carré de DM (***), DK sera égale à DM, c'est-ànlire à BZ ; d'où 
il suit que BZ et pareillement AZ seront égales au rayon de 
la sphère. Le rapport du cóne de la surface au cóne du seg- 
ment, qui est égal au rapport de AB à BZ^ sera donc en ce 
cas égal au rapport qui multiplié en lui-méme produit le rap- 
port de deux à un, parce que le rapport de AB à BZ multi- 
plié en lui-méme est égal au rapport de DB à BZ. Ce rapport, 
qui multiplié en lui-méme est égal au rapport de deux à un, 
est le rapport de deux à sa racìne, ou le rapport de la racine 
de deux à l'unite. Le rapport dont il s'agit (****) ne peut donc 
pas étre plus petit que cela ; car le rapport du rectangle AB 
en BD au rectangle BZ en ZE, qui est égal au rapport du 
cóne de la surface au cóne du segment (*****), est compose du 
rapport de AB à BZ, c'est-à-dire du rapport de DB à BA, et 
du rapport de BD à ZE; de sorte qu'il est égal au rapport du 
carré de BD au rectangle AB en ZE. Prenant BD comme hau- 
teur commune, le rapport du cóne de la surface au cóne du 



e* AB BK 

*) TT ^^ ,,' , ; on Yérìfie cela aisément aa inoyen dea relationa propoaéea cwlesaus, 

page 106. 
**) Yoyez page 106, ligne 14, et la première note de la in6me page. 
^) A cause de la parabole; voir page 106 , lig. 16. 
C 
C 
^) Dans ce qui précède, Tauteur avait obtenu cette relation de la manière auììrante. En 
prenant un segment TZ tei que TZ : BZ=(D£+DZ): DZ , il avait (voir Archim., Sph. et Cyl. 

II, 3, ed. d'Oxf., page 150) C = ^TZ.AZ^ d'un autre coté, il ayait C= ^AB.AB*. Maia 

AB*: AZ*= DB: DA*= DB : DZ, donc 7^*^ .„\x9 t «t puiJsqu'il atait fait TZDZ = 

__ __ ., ,, C^ AB. DB . . 

= BZ.ZE,iUuit: - — 5j-jj; c. q. f. d. 



♦••^ 



♦***) \L 
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s^ment sera égal au rapport du cube de BD au solide AB en 
ZE en BD: en niénie temps^ donnant aux rectaugles AB en 
BD9 et BZ en Z£| la hauteur commune Z£^ on aura le rapport 
du cóne de la surface au cóne du segment égal au rapport du 
solide AB en BD en ZE au solide ligne BZ en carré de £Z ; 
donc^ ex cequoy le rapport du cube de BD au solide ligne BZ 
en carré de ZE, égal au rapport du cóne de la surface au 
còne du segment multiplié en lui-méme (*). Mais le solide 
ligne BZ en carré de ZE est un maximum lòrsque BZ est la 
moitié deZE I comme il est démontré dans ce que nous avous 
rapporté {**) suivant Eutocius, a l'aide des sections coniques ; 
cependant nous en donnerons plus tard une démonstration 
indépendante des sections coniques. Le rapport du cube de 
BD au solide ligne BZ en carré de ZE est do ne un minimum 
lorsque BZ est égdle au rayon de la sphère; et si le cóne de la 
surface est considéré comme invariable , le segment sera un 
maximum en ce cas. » 

" RelatÌ¥ement à la grandeur , le rapport dont il s'agitn'aura 
pas de limite lorsque le segment.est plus petit que la moitié 
de la sphère. »; 

« Lorsque^ au contraire , le segment est plus grand que la 
moitié de la sphère (***), ce rapport ne peut pas étre plus grand 

*) Yoici le raidoiitietnent de fàiitear : 

C AB BD DB BD BD^ 



C ì&' ZìS, AB ' ZE AB.ZE.BO 
^ ^ C AB.BD.ZE j /'CN' 

et en méme temps — = =zr > donc ( — ) 

e BZ.ZE \C/ 



—^3 

BD 



BZ.ZE' V^/ BZ.ZE* 



^) Je rappelle que ce morceaii faisait partìe d'ime édition arabe du tratte de la spbère et 
dtt «ylindret ea aorte qu'il avait été précède de la cinquième propositión du second livre» et 
du commentaire d'Eutocius qui s'y rapporté. Yoir la démonstration donnée par Eutodus , 
ed. d'mf.y page i66, llgtie 26 do texte grec, sqq. 

—a 

I- AH un un 

***)Si)ppMantBZ>r, OBanra AB.BD<bd; doDC 1) ^g ' ^g < «Oi» «■"»*•»« 

temp,i»Z.ZE>BD.DE, donc 2) 5^ < ^^^^^^ de 1) etl) »i.n« |<i» f 




en 
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que celui de deux à un. Car le rectangle AB en BD ^t plus 
petit que le carré de BD; oonséquemment le rapport du rec- 
tangle AB en BD au rectangle BZ en Z£^ sera plus petit que 
le rapport du carré de BD au rectangle BZ ea ZE; Z étant (en 
ce cas) plus voisin du milieu deBE que D, le rectangle BZ en 
ZE sera plus grand que le rectangle BD en DE, et le rapport 
du carré de BD au rectangle BZ en ZE plus petit que le rap- 
port du carré de BD au rectangle BD en DK Conséquemment 
le rapport du rectangle AB en BD au rectangle BZ en ZE, c'est- 
à-dire le rapport du còne de la surface au cóne du segroent 
plus petit de beaucoup que le rapport du carré de BD au rec-^ 
tangle BD e« DE, c'est*à-dire que le rapport de BD à DE, qui 
est égal au rapport de deus à un. Le rapport de deux a un 

est donc la limite que ce rapport ( 77 ) ne peut pas surpasser 

grandeur f et si sous oonsidérons le cóne de la surface comme 
ìnvariable,. le segioent sera un minimum en ce cas. » 

ce De ce que nous venons de dire, il résulte que le rap- 
port de deux à sa radine est le mintnruoi de tou^ le^ rsipports 
qui ònt lieu dans la sphère entre le cóne de la surfoce et le 
còne da segment; què les rapports compris entrè luì et le 
rapport de deux à un peuvent corréspondre à de^ segments 
dans les dedx nioitiés de la sphère; et que des rapports de 
deux à une quantité plus petite que l'unite, aucun ne corres- 
pond à la partie quii est plus grande que la moitié, tnaìs qu'ils 
appartiennent tous exclusivemetit à la partie qui est plus pe-^ 
ti te que la moitié. » 

Cette discussion est suivie de la synthèse du premerne et 
de la d>émonstration de la syntbèsei lieUe-ci temiìfivée, Tauteur 
considère une seconde fois les cas particuliers ; je reproduìs 
textuellement le passage qui contient cette seconde discussion, 
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ou plutót ce résumé, daus lequel l'auteur établit pàrfaitement 
les mémes xratégories anxqiielles ou a été conduit ci«-dessus 
. (pag. io5) par les méthodes modernes. 

a De ce que iious avons dit, il résulte que lorsque le rap- 
port mentionné (^) est plus petit que le rapport de deux 
à sa racine j le problème ne peut pas avoir de solution ; mais 
lorsqu'ii n'est pas plus petit que cela, la solution estpossible.» 

a D'abord, s'il est égal au rapport de deux à sa racine, les 
deux sections coniques se touchent uniquement au point M; 
le segment cherché est égal à la moitié de la sphère, et pas 
à autrechose, et les deux points E, K deviennent identiques. » 

« Lorsqu'il est plus grand que le rapport de deux à sa ra- 
cine, et plus petit que le rapport de deux à un , les deux sec* 
tions coniques se coupent en deux points; et lorsque de ces 
deux points deux perpendicùlaires sont abaissées sur BK, les 
deux abscisses correspondant aux deux perpendicùlaires sont 
justes toutes les deux, et seront diamètres de la sphère. Pour 
l'uue d'eiles le segmént cherché est plus petit que la moitié 
de la sphère , et c'est le cas lorsquQ la perpendiculaire qui de- 
termine le diamètre de la sphère est abaissée de celui des deux 
points d'intersection qui est le plus éloigné du point B ; le 
point £ en ce cas est situé en dehors de la ligne comprise 
entre les deux points B et K. Belativement à l'àutre, le seg- 
ment sera plus grand que la moitié de la sphère, et c'est le cas 
lorsque la perpendiculaire dont il s'agit est abaissée du point 
d'intersection le plus voisìn de B; le point £ en ce cas est si- 
tué entre les deux points B et K. » 

« Lorsque ce rapport est égal au rapport de deux à un, Fabs- 
cisse déterminée sur BK par la perpendiculaire la plus voi- 



*) - 



a 



\ 
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siue de B , est égaie a AB, et le segment est le plus grand de tous 
ceux qui existent sur la sphère. Quant à l'abscisse déterminée 
par la perpendiculaire la plus éloignée, le segment cherché 
de la sphère qui lui correspond est plus petit que la nioitié, 
et la flèche du segment est un huitìème à peu près du diamè- 
tre de la sphère, ou plutót plus grande (*) que cela d'une pe- 
tite quantité, ce qu'on détermine a Taide de l'istikrà (**) et du 
calcul. 1) * 

a Enfin lorsqu'il est plus grand que le rapport de deux à 
un, la partie de BK coupée par la perpendiculaire la plus voi- 
sine n'est plus juste, parcequ'elle doit représenter le diamè- 
trede la sphère, et que pourtant AB serait plus grande qu*elle ; 
au contraire, la partie coupée par la perpendiculaire la plus 
éloignée de B est seule juste à cause de cela; le segment (qui 
lui correspond) sera plus petit que la moitié (de la sphère), et 
sa flèche plus petite que le rayon (***). » 

aDans tous les cas, AB sera invariable. » 

Voici enfin la démonstration élémentaire du théorème d'Eu- 
tocius, que Fauteur avait annoncée ci-dessus (pag. i io, lig. 1 1)^ 
et qu'il donne en effet de la manière suivante. 

11 prend sur la droite AC (fig. Sy) un point B, de sorte que 

BC 
AB= — , et prolonge AC d'une partie CE=BC. Puis, en pre- 

nant un point D situé i** entre A et B, a° entre B et C, il dé- 

montre que dans les deux cas on aura AB.BC>AD.DC. 

Premier cas. On a AB:BC =BC:BE, donc AB . BE = BC * 
Mais AB.BE> AD.DE (parce que B est plus voisin du milieu 
de A£ que D). Conséquemment 

*) Les deux manuscrits portent « plus petit , » et le manoflerit parìsien , au lieu de ^ 
« m bnitiène» « porte v..^ « un troisième ». 

**) là ce terme me paratt ìndiqaer dea essais successifs , une sorte d'interpolation. (Yoir 
la atte de la page to.) 

***) Les deux manuscrìts portent JaÀ3 \ « le diamètre », au lien de ^iJl) \ v«jL^ . 

8 
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ED. DB ED. DB BD ED. DB 

ED.AD^ BC' °" DA> gc' ' 
d'où il suit 

AB ED.DB + BC' DC' , ^,, „ ^, 

Tri > =; = =j (Eucl., Eiem., II, o); 

A" BC BC 

donc AB.BC'> AD.Ì5c", e. q. f. d. 

Second cas. AB . BE = BC < AD . DE , 

BD.DE BD.DE _BD ' BC' AD 

BC* ^ AD. DE "DA' BD.DE ^ DB' 

conséqoemment 



d'oii il siiit 



PC AB BD.DE BD 

BD.DE "^BD °" Dc* ^BA' 



BC DA 



DC 



-. > 



-f^ ou AB.BC > AD.DC, o. q. f. d. 



D 

I 

Problèrae résolu par Aboùl Djoùd Mohammed Ben Allaith , 
et propose à ce geometre par Aboùl Rihàn Mohammed Ben 
Ahmed Albìroùnì (*). 

Étant donnés une droite BC (fig. 38) et un point A, mener 

de A à BC une droite AD telle qu'on ait A D . BC H- BD = Bc! 
Aboùl Djoùd faitWBperpendiculaire et égale a BC, et cons- 
Xvuìiwne parabole dont West le sommet, WB Taxe et BC le para- 
mèlre. Ensuite il abaisse de A sur BC une perpendiculaire AL, 
et fait passer par A une hjrperbole equilatere ayant son sommet 
en A, son axe sur le prolongement de LA et son paramètre égal 



*) JL. L^ Cò\ «JjI ,,tJJt ^ ^ ^ys^\ ^t J-^li)! ^^1 v^t^ 

^j|^! J,ya.t ^ ^ jLar^yi jjI J^LJI -.^I ajlc. Albtroùnt ramena k ce 
problèine la trìsection de l'angle ; voir p. 119, 1. 10. 
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à 2 . AL. Le pied de la perpendiculaire abaissée du point d' in- 
tersection Z des deux coniques, sera le point D qu'il s'agit de 
déterminer. 

Je ne reproduis pas les raisonnements de l'auteur, qui n'of- 
frent rien de particulièrement remarquable, et je me borne à 
vérifier le résultat énoncé. 

Désignons AL, CL, BC par a, é, e respectivement; prenant 
C pour origine des coordonuées^ Téquation de la parabole 
sera (e — xf=:c. {e — -j), celle de hy perbole j^* — {x — by = a' . 
Mais celle dernière équation exprime que AD==/, de sorte 

qu'en vertu de l'équalion de la parabole on aura BD = 
BC(BC — AD), ce qu'il s'agissait d'obtenir. 

J'observe encore que l'auteur démonlre: i<>que si les deux 
conìques se rencontrent en deux points, les deux perpendi- 
culaires abaissées des deux points d'interseetion déterminent 
sur BC deux points satisfaisant tous les deux à la condition 
proposée; 2® qu'il peut arriver que de toutes les lignes plus 
petiles que BG(*) etmenées de A a BC, aucune ne satìsfasse 
à la condition voulue, et que c'est le cas lorsque les deux sec- 
tions coniques ne se rencontrent pas, parce qu'alors on aura 
AD.BC+BD'>BC'. 



Solution anonyrae du problème suivant, dont l'auteur dit 
que « depuis un cerlain temps les algébristes et les géomètres 
se sont propose mutuellement ce problème, sans que ni les 
uns ni les autres en aient donne une solution satisfaisante. » 

Construire un trapèze ABCD (fig. 89) de telle sorte que 
chacun des còtés AB, AD, BC soit égal à io, et que l'aire de la 
figure soit égale à 90. 

L'auteur montre expresséraent que ce problème dépend 

*) L'éqaation de la parabole montre ìmmédiatement qu'il doit ètre y < e 011 AD < BC. 

8. 
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ciens ni des moderiies, à l'exceptioii de ces deux géomètres. » 
« Or moi, je l'ai résolu d'une manière plus elegante, j'en ai 
donne une démonstration plus evidente et une construction 
plus facile et plus immediate ; de sorte qu'on est en état de ré- 
soudre une suite de propositions, chacune desquelles peut étre 
ramenée à la trisection d'un angle , et dont aucun de$ anciens 
n'avait réussi à donner des solutions fondées sur des démons- 
trations géométriques.Tout cela, je l'airéuni dans ce morceau...» 
« Commen9ons donc par les propositions que les anciens et 
les modernes ont ramenées, au moyen de la méthode de l'ana- 
lyse, à la trisection d'un angle rectiligne. Puis faisons suivre 
la démonstration de ce que moi seul j'ai réussi à découvrir. 
Enfin démontrons chacune de ces propositions. » 

Proposition de Thàbit Ben Korrah Alharrdnt. 

Que l'angle donne soit DAB (fig. [\o). Menons d'un point 
quelconque B d'un de ses cótés, BD perpendiculaire à AD et 
BC parallèle à AD, puis menons de A une transversale AEC en 

sorte que CE=2 . AB, on aura angle DAC= ^ DAB. 

Proposition dAboù Sahl Alqoùhi. 

Que l'angle donne soit CBE (fig. 40- Prenons sur le pro- 
longement du coté EB deux points A, D, et sur l'autre coté un 
point C, en sorte que 

i)AD=DC, 2)AB:BC=BC:BD. 

Menant BP parallèle àDC, on aura angle CBP=g CBE. 

Proposition d' Ahoùl Hacan Alchamst Alharawt (*). 
Que l'angle donne soit ABC (fig. 4^); construisons le triangle 

*) Voir Casiri, voi. I, page 426. 
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isocèle ABC et abaissous sur sa base la perpeiidiculaire AZ; 
menons de C la transversale CED en sorte que ED ^=: DB, on 

aura angle EBC=^ ABC. 

Propositions proposées par Aboùl Rihàn [Albtroùnt). 

Première. Mener dans le triangle isocèle ABC (fig. 4^) une 
droite AD, de sorte qu'en faisant AE= AD et menant ED on ait 

AB:BD=AD:DE,cequi revient àfaire angle BAD = ^ BAC(*). 

Seconde (**j. Étant donnés un cercle et une corde AB (fig. 44)? 
mener un rayon EDC, de sorte qu'on ait AC=AD. 

Troisième. Étant donne un angle ABC (fig. 45) et sur ses 
deux cótés deux segments égaux BA, BC, mener de C une droite 

CD telle qu'on ait CD.AB + BD=Ab! Cela revient à la tri- 
section de l'angle compléraentaireHBC, car en prolongeant KB 
et CD jusqu'à leur point d'intersection T on aura angle 

HTC=^HBC (***). 

Proposition dAboù Hdmid Alsagdnt (^***). 

Prenons un segment de cercle ABC (fig. 46) contenant le 
supplément de l'angle qu'il s'agit de diviser, et déterminons 
sur la circonférence de ce segment un point B et sur le prò- 
longement de CA un point D en sorte qu'on ait BC=:BD,. 

AB = AD. On aura angle ACB = i CBE. 

*) Olì le démontre en faisant passer par E une droite parallèle à BC, et par E, D et le point 
d'intersection de cette parallèle ayec AC , une circonférence de cercle décrite du centre A. 

**) L^I^ ù^\ yjo» Aartr^ J^ « c'est une suite immediate de la première ». 

***) On a (Euclide» filéments. II, 5) ab= DB^ AD.DZ = DB + CD. DE; mais on avaii. 

fait AB = DB + CD . AB , donc DE = AB = BE , et conséquemment TE = BE. 
****) voir Casiri, voi. F, page 410. 
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Proposition résolue par un des anciens au moyen de la règie et 
de la geometrie mobile, mais que nous devons résoudre au 
moyen de la geometrie fixe, 

Étant donnés un cercle et l'angle au centre ACD (fig. 47)> 
meiier de D une transversale DHZ coupant le prolongement 
du diamètre 4CB au point Z^ de sorte que HZ = AC. On aura 

angle DZA=^DCA(*). 

Proposition résolue par nous. 

Àyant mene dans un demi-cercle une corde BC (fig. 48) ren- 
fermant avec le diamètre BA l'angle qu'il s'agìt de diviser^ 
mener un rayon DE tei qu'en faisant EZ parallèle à BC on aif 

BZ.ZD= zi* On aura angle ABE=i ABC (**). 

Proposition que fai décomferte^ et au moyen de laquellefai 
démontré les cuitres propositions mentionnées. 

Étant donne l'angle KCD (fig. 49), prenons sur les còtés de 
l'angle supplémentaire des segments égaux CD,CA, et menons 
de D une droite DE , de sorte qu'on ait 

1) DE.EC 4- EC = CDI 
Décrivant un cercle du centre C et, du rayon CA , on aura 

CD = AC = EC -H AE,EK = EG'+ DE.EM; mais on avait 

fait CD'=Ic"+ DE.EC, donc ECrrEM; d'où il suit im- 
médiatement que les angles M 011 D sont chacuu un tiers de 
l'angle donne KCD. 



*) Le procède de la « geometrie mobile • consìste à faire piToter aatoar do point D 
règie dìTìsée en parties aliquotes du rayon, jusqu'à ce que le nombre des parties interceptées 
entro la circonférence du cercle et le prolongement de AB soit S^ga! an nombre de ees parties 
qui eorrespMàd à la longoear da rayon. Comparer Archimede. Lemroes, prop. 8, ed. d'Oxf. 
p. 358. — Cette proposition est essentiellement la méme que la Iroisième d'Albtroùnt. 
') C'est absoloment la mème chose que la proposition d*AlqoAlil. 



**\ 
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Yoici maintenant le procède employé par l'auteur pour ob- 
tenir la relation i). U dit: 

« Constmisons une hyperbole (fig. 5o) ayant son sommet au 
point C, equilatere, dont le grand axe soit égal a CAl et l'angle 

desordonnées égal à l'angle C, conformément à la proposi- 

tion du premier livre des Coniques d'Apollonius (*). Ce sera la 
courbe BC. Faisons BC=:CD (**) et DE parallèle à BC. Je dis 

qu'onaura DE.EC 4- ÈC'=CD\ » 

m Démonstration. Menons l'ordonnéeBZ, on aura AZ.ZC= ZB. 

Mais AZ.ZC = AC.CZ4- CZ'=BC.CZ4-CZ*; donc BC.CZ-h 

+ CZ = Bz! Or les triangles BCZ et DEC étant semblables , 

leurs cótés seront proportionnels, de sorte que DE.EC + £C 

est à DC Gomme BC . CZ 4- CZ'à Bz! Mais alors DE . EC 4- EC' 

sera égal à CD, ce qu'il s'agissait de démontrer. » 

Voici maintenant comment l'auteur ramène efTectivement 
à cette propositìon toutes les précédentes : 

1 . Troisième proposition d'Aboùl R(hdn. 

Après avoir fait EM=EC (fig. 5i), menons de M au prolon- 
gement du diamètre une droite MZ égale au rayon , et menons 
ZD , TC. On aura trlangle DCM égal et semblable à triangle 
CMZ; donc MC parallèle à ZD, et angle MZD= angle CDZ 
= angle CTD, conséquemment aussi MZ parallèle à CT, donc 
ZT = MC= CT, de sorte que dans le triangle rectangle ZCL 
on aura ZT=TC=TL; mais c'est à cela que se ramenait 
cette proposition d'Albiroùni (voir la note à cette proposition). 

a. Proposition de Thdbit. 

Après avoir fait EM=EC (fig. 5i), menons de D une droite 

*) La propotition dont il s'agit, et dont le nombre est laiMé en btoDC daDs le mannscrìt, 
est la cinquante-troisièiiie, édHkiD d'Oxf., page 9i. 
**) Cela reYÌent à combiner avec rbyperbole un cercle décrit du centre C et'dn rayon CD. 
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douc triangle ABC seinblable à triangle CBD, et angle BÀC = 
angle BCD = angle EDC; en méme temps angle DCA = angle 
£CD; (Ione triangle DAC serablable à triangle £DC, consé- 
quemment DE = DC , donc AB : BC = AD : DE == AC : CD, 
e. q. f. d. » 

lei l'auteur termine son traité; mais, en guise d'appendice, 
il y ajoute encore la discussion des cinq problèmes suivants, 
proposés par Albiroùni comrae pouvant également étre ra- 
menés a la trisection de l'angle. 

1. Étant donne le triangle isocèle ABC (fig. 55), donner à 
AB un prolongement BD tei que, faisant angle ECD =: angle 
EDC, on Bit AE.EB — AB.BD. 

2. Supposons un trapèze ABCD (fig. 56) dans lequel AB 
soit parallèle à CD, AC=:BD, DE=:DB, CD : BD = AB ; AE, 
Etant connus le coté CD et les angles du trapèze, trouver les 
cótés AB, BD^ AC. 

'1 Étant donne le triangle isocèle ABC (fig. Sy), couper le 
prolongement de la perpendiculaire k la base par une trans- 
versale EZH telle que BZ = ZE et HZ = ZC. 

4. Étant donne le triangle isocèle ABC (fig. 58) et la per- 
pendiculaire à la base AD, mener une transversale BZE, de 
sorte que BZ = EC. 

5. Le triangle ABC (fig. 59) dont l'angle B est un angle droit, 
et dans lequel on a joint le sommet B au point milieu D de la 
base, étant connu d'espèce, mener de C une ligne CZE telle 
que BZ: CE=:BD : AC. 

L'auteur résout tous ces problèmes au moyen du lemme 
suivant : Construire sur une base donnée un triangle tei que 
l'un de ses angles soit le doublé de Tautre, et que la somme 
de ces deux angles soit égale k un angle donne. 

11 résout ce second lemme au moyen de celui qui lui avait 
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servi pour la solution de toutes les propositions qui faisaicnt 
i'objet de la partie principale de son traité. En eflfet, en pre* 
nant (fig. 49) CJL égale à la base donnea et angle KCD égal k 
l'angle donne, qu'on fasse £M=£C. Dans le triangie CDE 
décrit sur la base donnée CD, on aura angle CED = !i. angle 
CDE, et la somme CED+CDE égale à l'angle donne, ce quMl 
s'agissait d'obtenir. 

Jl'abandonne aux amateurs le plaisir de trouver eux-mémes 
la solution des cinq problèmes d'Albìroùni, ce qui sera d'au- 
tant plus facile, que je viens d'en indiquer le moyen. 



A ce traité de la trìsectìon de Tangle je vaìs joindre encore 
un cas particulier de ce problème, dans lequel il sera intéres- 
sant de constater que les Arabes ont reconnu qu'il dépend 
d'une équation du troisième degré. 

En effet, la troisième d'une suite de questions proposées par 
Albiroùni à Aboùl Djoud, et dont j'ai fait connaìtre la première 
dans Taddition D, est conine de la manière suivante : « Pour* 
quoi nous avons dit, dans la septième proposìtion du septìème 
chapitre du quatrième livre de notre traité de geometrie, qu^au 
moyen de cette proposi tion (*) on peut construire algébrì- 
quement Fennéagone. d 

Dans sa réponse Aboùl Djoùd considère la corde AB (fig. 60) 
qui sous-tend la neuvième partie de la circonféreoce d*un 
cercle circonscrit au triangie isocèleABC. Ilprend AD=AB, 
ED = AD, EZ = ED. En considérant les angles aux bases des 
différents triang^es isocèlesainsi formés, on trouve CZ=AB(**) 

*) L'aulenrdilyà Uisdesaréponte, <|iie cette propotitioQ eoatesail U coastractkM ile 
réqMtm : « des nemn umi égiilef à oa cobe pluf uà sombre». 

*^ GéiiénleBMat,àrMprcMl anele ACB=-^, 11 étaM m Bontre eatier de U fmM 

4» 4- 1, oa arrmn UNóoon aa fna—ff de raagle ea ptofaal aiate la corde loag teadiatf 
m foif cafre let deoi cMét de raagle. 
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et £À = AB. Abaissant les perpendiculaires AT, ZK, on aura 
CZ : CK = CA : CT, donc CZ : CE = GA : a.CT; conséquem- 
ment CZ : (CZ + CE) = CA : (CA + a .CT) ou AB : (EA + CE) 
= CA : (CB + I CB + CD I ), c'est-à-dire AB : CA = C A : (CD -*- 
a.CB). Arrivé là, le geometre arabe pose AC=i et AB=x, et 
obtient ainsi .r.(CD+a)=i; mais de la similitude des triangles 



ABC,BDAil suit AC.BD=AB; donc BD=ar% et CD= i — ar», 
ce qui, substitué dans l'équation qu'on vient d'obtenir, donne 

x^+ i = 3x(*). 

Pour constraire le coté de Thepf agone ìDScrit au cercle (**), les Arabes employaient des 
considérations tout à fait analogues à celies qui précèdent. 

J'en troiiTe l'exposé dans une réponse anonyme à la qiiestion suiyante, proposée par Aboù 
Beqr Mohammed Ben Takoùb Alchamst : Déterminer dans un trìangle rectangle le rapport 
d'une cathète à l'autre, l'angle oppose à la première des deux cathètes étant donne. 

L'auteur fait observer d*abord qu'on peut résoudre ce problème approximativement, au 
moyen de la table des cordes. 

Ensuite il détermine les valeurs exactes du rapport mentionné, en faisant l'angle connu 
successi?ement éga! aux différents sous-multiples d*un angle droit. 

Désignant par B le sommet de l'angle droit, par C le sommet de l'angle connu a, et le troi- 
sième sommet par A, le geometre arabe trou?e : 

Pour a = — AB : BC = 1 : 1 AB : AC = 1 : V/2 

90° 
Pour a = -r- AB : BC = 1 : j/i 

3 

Pour « = ^ AB : BC = 1 : (i + 1/2) AB*: AC*= 1 : (4 + \/i) 
Pour a = -r- ab'': bc*= 1 : (5 + v^2o) AB : AC = 1 : (1 + v/5) 



QAO 

Pouf « = -j- AB : BC = 1 : (2 + i/^3) AB : AC = 1 : (v^i + VIl) 

90» 

Pour a = -T- il démontre que le rapport du carré de AD = 2AB , au carré dn 



♦ ) C'est ce que devient , en cffet , l'équation 4 (sin 1 1;)^ + sin t; = 3 sin J » pour v = 30*, 
lorsqu'on^ pose 2r= 2 (sin | v). 

♦•) L'équation que je déduis ci-dessous (p. 127, lig. 13 en rem.) des relations données par 
le geometre arabe, est la méme que celle à laquelle Viète ramène cette construction ; en méme 
temps Yiète se sert, pour arriver à cette équation, de considérations très-semblables à celies 
du geometre arabe. Yoir Frandsci Vietss opera mathematica , in unum yolumen congesta, 
oper& et studio Francisci à Schooten. Lugduni Batavorum , 1646, fol. , pag. 362, protasis IV. 
Dans l'équation qui se trouve à la fin de cette proposition ( pag. 363, lig. 14 en rem.) , on 
lit, par suite d'une fante d'impression, + 2N au lieu de — 2N. 
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90O 
Poiir « = — 




90» 
Pour a BB. — 



diametro AH du cercle circonscrit 
au triangle ACD(*), est égal au 

rapport (l — V^\) : 2; que Ton a 

CB.BT=AB*, CB + BT = CT; 
et que, coDséquemment, CB, BT et 
le rapport AB : BC sont coniius. e 

il divìse le rayoo do cercle circon- h^ 

scrit au triangle ACD en moyenne 
et extréme raìson. Alors il a la partie 
majeure = AD = 1 , la partie mi- 

neure = v/fi — t, MT = {+ l/'u = AM, AB=|; donc 
MB*= 1 J + l/Tj ; et , MB étant conno, BC, AB : BC, AC = AB 
+ Bc' AB : AC, seront également connus. 

il démontre , en faisant AB = BD 

et DE = AD , que - —^ 

AE : AD = AD : AC, 

AD : CE = AC : (AC + CE), g 

il démontre que 

AE : AD = AD : AC = 
= AC : (2AC+CE). 

La démonstration du cas a = — est absolument identique avec celle que je yiens de 

90® 
donner ci-dessus d'après Aboùl Djoùd; et pour la démonstration du cas a = —, l'auteur se 

sert également d'un procède parfaìtement analogue à celui employé par Aboùl Djoùd pour la 

construction du coté de Tenué^gone. 

Or, en faisant, comme cidessus, AC= 1, AD = a;, lesdeux relations données pour 

90» 
a = — se transforment dans AE = a?% (1— o?^) = a: (2 — a:') ; donc x^ — a?* — lr+1 = o ; 

on Toit donc que la construction de Tbeptagone inscrit au cercle dépend d'une équation du 

troisième degré, ou de Tintersectiou de deux coniques. 

Et en effet, dans IMntroduction de ce mémoire, l'auteur g'exprime ainsi : 

n Lorsque , par exemple , on aura déterminé les denx cdtés renfermant Tangle droit dans 

un triangle dont un des deux autres angles est égal à la septième partie d'un angle droit, on 

peut facilement cònstruire la corde de la septième partie de la circonférence, dont la déter- 

mination n'avait pu étre obtenue jusqu'à nos jours, jusqu'à ce qu'Aboù Sahl Alqoùhl (**) et 

mei nous l'ayons construite au moyen des sections coniques. » Puis, après aToir termine 

90® 
la discussion du cas a = y-, l'auteur ajoute : « Et c'est au moyen de cette propositìon que 

j'ai constrnit Theptagone inscrit au cercle. » 



90® 
Pour a = — 




*) La corde DE, qui est perpendiculaire au diametro AH, est prise pour unite dans ce cas. 
**) Comparer pag. 55, lign. 20. 



ERRATA ET CORRIGENDA. 



Texte ARàBB. Ed plusieurs endroits des lettres se soni cassées , et des poìnts et des filets 
superpoeés sont tombés pendant le tirage. Il faat y suppléer comme suìt : P. 11, 1. 11 
JiJii.— P. 14, 1. llj)jo.^t. — P. 15, note 19 Jw. — P. 17,1. 1 A^j. — 

P. 19, 1. 1 «J^l.— P. 23,1. 1 laJ.— P. 2S, I. 15 3»— P- 25, l. 19 ^j^.. — P. 31, 

1.2 ^-Mortt, — P. 32, note5L:9jy4I.^P. 40, I. 2 JL».— P. 48,1. 1 ^\. — 

P. 52, 1. 9 ^^j' — On remarqoera qnelquefois des 1» qnl ressemblent à des ^ ; c*est 

qa*on ne fond que des Jb donton eniève ensuite les poìnts ayec le contean. Des traces de 
ces points imparfaitement enlevés, qui étaient absolument inylsibles dans les éprenves, 
ont repani dans le tirage. 

TRADOcnoM. Dans la f fenille, on a imprimé binome, trìnome, etc., au lieu de binòme, 
trìnóme. 

P. 41, 1. 3 en rem., au lièu de BD il faut lire BD.* 

P. 50, 1. 0. L'oQvrage 8 traitalt probablement da problème siiivant: Élant dmmés un 
faisceau de troisdroites issues d'un point B et un point E, faìre passer par E une trans- 
Tersale qui coupé les trois droites respectivement aux points A, D, C, de manière que 
le rapport AE : CD, ou le rapport EC : AD, soit égal à un rapport donne. Je troupe cet 
oufrage mentionné dans un mémoire d'Aboùl Djoùd, où ce geometre se propose de 
compléter le trayail d'AJqoùht par la considération du cas ED : AC = const. 

P. 56, 1. 22, au lieu de P et A il faut lire 2 P et 2 A. 

P. 75, l. 13 en rem. La le^n ^^}y^^ est bonne. Le Tftrtkh Alboqamà attrttme à 

Kostà Ben LoùkA un ^^ .h »*Juì ^^^ULSf ce que Casiri traduit par « De Musica 
Liber ». Le mot * > n^tjJ est évidemment la transcription arabe du mot persan 
^^LttjS ou Ml^-XM*ft-<r, que Ricbardson traduit par « a large public weighing- 

engine ». Peat-6lre aussi fiiut-il lire ^^^j^^ nnot persa» que Richardeon traduit 
par « a public standard of weights or measures ». 
P. 76, 1. 9, au lieu de I^^ar^ì fi faut lire ì^jsA\, 
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J^^ J' ^..^"^ JW p^^^ -=^^ 




»^! U Ijj^p^lj « ijj> ^ AÌL»j Jjbt -.ji Uj 41 ^^fi^ JilftiU ^l^j 
1*^^ ♦j^^ «'^L^' J^ vi' ^jj}, »^ vi' A?^ cr^ ^;j ♦ 1^.^' 

^^♦^*^'j (:^' (^ J cri/" fi^ cJ*^^ ♦ W e;' ^ ^^ (;'/"' 

AjLfla. ^yv^* /'^ f^ ^^ ♦ id-NfljJt ^Jjj J p'y ^' ^J^ »J J^' V!/*=^ 

juù. 411 J^jiLà. jJÌ' »Jo^ ^*C jJlSSj * A-il^ ^Ja 

J^\jJlJ\ jgL.,iJLj 9)jj^^..;ar^ L«jl nJJJL^ ^ La^ iT^ ^ 



(i) Le Ms. porte sS'^J^' Daus le premier hémistiche du vers suivant, le 
Ms. porle L^Vjr* v3 '«^^^ t^e qua j'ai changé dans ^\y» v3 >*jbtó!JI pour 
satisfaire au mètre. 



^ 
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L*C> JutLyj» ^ ^fli ; j (j^jjÀ^ ^ ^1 />~*?^ (4) «-''■^^ (3) e» Z-11...JÌ 

^""F*^ ^jL4t s--«Sy) ^ ^j^ y)U jPj/' >■< part IjjL— ^^ 
JLLoI ^^JJ' ««^L^ ^J^ A>»iLi ^«^ HJtós^j étì 



(i) >^JL5sri "^ C. — (a) »-Xj> ^ A. — (3) ^ C. — (4) AA5L^! A. — 
(5) ^(Tmanque dans A. — (6) ^L)j l;»Iij jJ L» C. lei suit dans le Ms. C. 
le passage relatif à la publication des ouvrages d*Aboùl-Djoùd »xJj tju» 
j J<^ eie, (voyez pag. f^ note i4), jusqu*à JLa. J^ sS *P"^s qùoi le 
Ms. C. se termiDe en ajoutant la formule J>c^t ^j *)Jt L» 



e» 



rJ i3^ ' ***'b3 v' *♦*-' ^^jJ' ^'^^ A^àU fjLi" *)L*JI j» <xJj tj 
UU ^! ^^. (4) jJj (3)^1^1 ^ij y,Liib -il ,j:A^\^ (a) *J> 

f^ ^j* si' "F^ ^z" *r-' v:?^ ^ *^»^ (9) J* ^f»*'' ^;^! 'V* *^ 
J,l 3^ L»..;^ lif J,l ^ Lw ^"^ pbjl Sj^^yL» Jo.1 jT 1». ^A^ 



(i) «.j^A^jJl C — (a) ^^\3 manque dans A. — (3) lei le Ms. C. ajoutc 
JjJ L»l etc. (voyez pag. fi note 6). — (4) ^0 sans ^ C. ~M^) *^^'j A. 
J^! e. — (6) ji^j'^i e. - (7) J--«^j A. Jjuar?^ C. — (8) aL A. C - (9) 

^^ Jl.--^ (io) \^yò\ C — (ii)la^jA. — (la)aflvl A. C — (i3) ^^* 
C— (i/|) Jj|))l A. — (i5)y>^C. 
(*) Voy. Fig. 3o, 3. 
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^1 j^. ^ a;i>u u\3 j^\ ^^ ^1 ^^ ^:iy I ^1 (,) ^^L^_ 

^^^ i«5lj ^ ka- J* %i»*y Xl«J (a) y J,t T iti; ^^ X9.jLiJt 

iLaf^i-^ Àll...n jL» La. j^ A^cl «J ^li" 131 «JjS L»1j 3 ^ (4) ^ ^ j,.L,. > 

(6) oJLì» »li^ L^ (5) i 1 ^^ L^ {i;r^ j' *^>*-^ t^ u"^^ j' 
w*Ctt ^j 3Ì J V^l »J* n tr^y» (7) »lj/i U. ^1 ^^l*jj Ucj 

(9) ^ L^ t:;:*^»»" J^j *? («) p*=-'j <-»' *-*-^ e'' f^' ^-5 ^ 
LjujIj wL. 1j J My ^^ ^ l^ 3)^ ìjU W.1 ^^^ a;:J^ 

AclijKtj v^J ftJy i3^3 ^jJt AMiS^li ^ytA^ (]0)Imi^j ÌjL* 2 

(i3) L,,.^-jdIìJj^ J^^ (la) j^' UaLJacLxì ^ w^«Ci (il) J^ I; 

Ji/» V^^ JLm9 w'^^ (14) A^J 9» lk£J ^^ "^l/^^ iJaAJt ftJah \ò^ 



(i) ^J-^ e — (a) I J,! A. -(3)^ sans ^^ C.~ (4) ^^^L^ C.-(5)Au 

lieu de 3 ) ^^^ Ly^ le Ms. A. porte ^\ . — (6) Dans le Ms. C. tout ce passage 
à partir de J^ Uij manque ici et se trouve inséré plus bas (voyez pag. o* 
note 3). — (7) Lii'i C. — (8) ^ A. ^^C- — ÌB) ^ manque dans C — (io) 
^m^Àj ajI g<t>,di C. — (11) jj> manque dans A. — (la) ^31 manque dans 

A.— (i3) L^ULjj'^ C. — (14) ^^ A. psJ^ C. 
(*) Voyez Fig. 3o, , 
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(a) jLari^t ^ •Lux-.'^t J Ij^ jT J ^^ Jli (i) J^liJI tjj. 

«-^ ^^i ^J^, ^ J^ ^.Ul ^^i J* V M^' (4) c^hI^I 
W v^.' •^=- (jtr^ e)' "^ t.-^' Lyl^^^^l ^^ l^tj jU a«j 

(♦) ^ i^s^i^l JLS '^l^y.l Jow :ij*j woJS _^j g^b Ja~J' ^t 

3::" ^j JJjJJ jU«< w»J«-SL« ajL» iJ-» J.<,-a,ft-ij w>l Isa. Jt^iJl (8) Ì(J._c 

^ J^ \i\ [io) J\3 ji^\ ^\ ij^ ^\ j\ [I Ji^ ^^. ^t Uli? (9)kiJ 

li w>i »L*jj "5! ijjtj uks J j* jv^j iz: Jb- n (il) *^j uii i? 

J-t» 37 J*3J Ul jjUjj ^^LiLJ> (i3>lj^ ^! (la) w^. wb) LLà.|j ì 

C-^' (^ e)' C-»^-^ ^) *i»'j «^ ^' '^'jj ^"^ "^■^' *i-»b cJ^-> 

^ ^ cJ^. e)' v^ cr=*^ C*^^ ('^^ -^^^ '^-jIP' r*^. -^-l)^' 
^^ w^|;-;;Jt i^LsJ 31^ :>! ki.j I J^ ^3 jJI ^Ipl JaiiJI (16) *^ 

(i) Ces mots à partir de Liia. manqueDt dans C. — (a) .Lst'I ap C. — (3) 
Ce passage à partir de^^i manque dansG. — (4) ij^^j-^^ manque dans 

C- — (5) JLr=^ C- — (^) ^J>^' ^- ^J)>?^' C- — (7) ^l e. -- (8) «Jjfc e. 
— (9) Lar^j C. — (io) Jli manque dans C. — (11) ^J A. C. — (12) w^ss:?. 
C. — (i3) jtj^ C— (14) J-^-ai-^j C. — (i5;Ja^3rl| e. — (16) ^man- 
que dans C. 

(*) Voyez Fig. 3o. — (**) Voyez Fig. 3o, ,. 



J,l LajJLS'I JJarJ'j ^L^'^l »j* (4) Jw^.JJÒ J L.iìS' (3) «sì! A^j 

Ji L^JI (6) h.y^) J;L4I J^l 4J ^i\j' L. w-arf Jj Jt»^^' 



^^^t ^^Ud ^^ ^J ^t s.,..^ ^Sj »L^ (IO) L/ ^jT ^j 
^Sd. L-^j-v j» JLi S^*^ ^ aIjL»^ 3 .li lajtJ^j jjy! s.^À;uai)j 

^t Aiyi^jjtj »jLa> ^Ly ^^ LSa. J^UJt tjLa> JLa. ^ ^ Jo. (i6) L» 

pag. o\ lign. 5) , y suit immédiatement après les mots òAù J^* «>-S^ /J 
[•^à,] ^^^Ji-xi! ,JLft SaoLjuJI JjLwÌI ^ et précède cet autre récit. 
— (i) Le Ms. A. porte Li Jjo à la fin d'une lìgne et au commencement de la 
suivante À-^ ; le Ms. C, porle v.-^Lj sans ^ . — (a) Ju^ manque dans 
C. — (3) JJI ò..^j manque dans A. — (A) J-J J-juj C— [^) j^j C. — (6) 
hj^\ A. 3J)2sJ| C. — (7) (^jJ' C. — (8) Ly^u-.>J A. U-^JU-j^ C. — 

(9) L^ JiftL- 3^j A. — (io) U A (11) ^■^,»... k i J I ^1, ,..vJt ^^P^ J 

L^LS-J^I e. - (la) sJU^I C. - (i3f i^j^ JLw ^ C. - 04) 

jjLiU-J! e. - (i5)bJL-yic. -(16) L» J^ ^l^^t A. 



n 

^ JUI .>j ^Li)l^ JUI ^^^ g^-t^=-Hi ^^l ^, "i lÀ* ^li J^ 

J^Lw Ajlfi iT^ V^*!/* l7**^ o^ ^^ **^ #-^LJl 

L-^ xJlyUl Lj)UJ\ oLT^t ^tt^j ^^t ^j^lyi:» lir^j S^'UI 

(8) ^jt jr J (7) XJ^t oLT^t ^::^^ i^'UI ^t^ ^^^ór^^^L^ 
L^L^I oLT^t ^fr^^ ^\ ^^j^ p^^^ ijij^^ H;' y !r^ 

ur^ (9) ^t v-iV' C^' ^^ c^r? i--S«j" ^^^^ C^ 



(.) ^^^^1 A.- W ^^^j C.^(3) w^1^ ^1 C.~-(4) ri A. 
Oi/^J ^A^^l C. - (5) ^..v^l A. j^l C. - (6) LJ^ C. - (7) Ce pas- 
sage à partir de iJtyill manque dans C. — (8) Ì«Ojt C. — (9) ^jJl C. — 
(io) A^ a. jyUJj Sjl- e. — (11) ^Jj A. j^Sj C. — (la) è^j^j A. ìjÙjj 
C. — {i3) »^t> manque dans C. — ( 1 4) Ce passage à partir de jXi se trouve 
dans le Ms. C. plus haut, ety est con9u d'une manière un peu differente 
(voyez pag. f f note i). De méme loute la suite, jusqu'à la fin de l'ouvrage, 
est différemment arrangée dans le Ms. C. Le récit relatif à la publication des 
dccouvertes d'Aboùl-Djoùd qui suit ici (à partir des mots jJj t JuJb etc. jus- 
qu*aux mots JL^ ^ \ì P^6* 1^^ '^6"' ^K ^'y ^»'0"^'c iransposé à la fin do 
l'ouvrage, tandis que Texposition des erreurs commises par ce géomèfrc 
(I^XfivIj tU J».»;^ eie. paij:. fA lì^m. 7, juscju'à n*JU yLju«j ^ L^ v. 




liT' cr-^' J> Jj'^' v»/^ o^ *-W^^j («yi^/^ L^l^ii-J 

(5) ^1 (4) ^^1 J» o' 

i*JL* (7) .> /* Li- Ja«. w-O ^» J^ b! UIj (6) JL*; OJ» 

^j^ (9) ^.>^j Ij^!^ Jj*. jò^ > oLSy I j L^ij Xr-J« (8; J 
(io) Ì--L* Ài^t iJA Ji! ijJl ^j;^ ^nr^lj 'j'À^- Jj^ JL" »y »3 j^ 

O.J ^JI^~^^ *j^j v-'^Uiil j» 1^ j^ -JaJI ^^ y;::^! ^ fj^ 
«l^j^j JL^ J-» (.3) ^\ vtUj^j J,^ (»a)^'> ^ (ii)'ja-t^ Jj*> 



^LJijjAa. jj ^1 ^Àf, vjiui jm j* jui vsJbi ^^ ^^yO 

(•8) J ^;J^JS;^» JL" "ja^ ^;;i/* J^ j^ .|>a.l i/*j {17) iJjJI j^ 
«1» ^ ^ - ^ -^^ .- ■> bAc ^^y^ J^ ;JÀa.t J^j {19) j'ilL'j v_,*«^ «5» 

J^ iL^b^ wJitH^M.- c»M >j/^' J:>3b s^^t 






(i) LLÌ^j C. — (2) Lu*J! e. — (^) iiJuJ! manque daDs A. — (4) f-;^ A- 
— (5) >*3^t A. A^^^ C. — (6) JjLjJ étìi A^aj manque dans A. — (7)jUa» 
C. — (8) ^3 manque dans C. — (9) ^jV^^ C. — (io) lyÀ:.-A C. — (11) Jua^lj 

C. — (la) ^ »^ A. ^3 -l-a. C (i3) ^t manque dans C. — (14) jL»j 

C. — (i5) jlj^Jt C. — [i6] s.^^^1 A. —(17) «JUJ! C — (18) j manque 
dans C. — (19) ^.tc^L»^ C. — (20) Ìju.' C. — (aij w>ò|/» manque dans A. 



v^^AjiS' »\jA.\ 'ijJLù Jj^ V"^ wM '^' cirr^' '-*^ L»JÌJ:JI Ì*J>j'^L> 



jJua. (5) Jl^^ ^"^I J (4) L^Ju-svI s-^^^li (3) L^ ^U\yt w>s*S^t 



bì (io) w.aS' ^1 LLjJLLw. J JJ AJfeli ^Ji«3! ^ «^ ^ysi. 4|>>' 

^1 JJ bl ^Ji'j SLjkj;:^' t^l^ »L;ir? ^ Jl^ ^ s,^.v*Sj! .J^S 

(la) JJ AÌK3 s^^l JU!^ ^j^ ^j'^j ^' j^ (»0 ^j^ 
bl ^JJi/^: ^.U-^'JI (^LiJt J^yiu. L:u- ^ òÌXa J aZ)^^ JL. ^I 

Jt» ^3 *-^r^ '-^^ «^^ v3' JfiS i^Ki 4jl^t i*J>jl J-X»jj jOa. ^1 Jjl 
w^oiC .1^1 »Jx J^^ JL» ^t J-i bt (i3) Llj ^'-^i ^j i»^;' J-^^tó^ 
j^bcr^ ^ 31 ULu^ ^1 (i4) J>Jb ^ ^ ^i 2;'/^^' CJ^ **^ 

gj^t^ L^ ^ ìjuJI J,Ijj^ ^^^ (i5) ^^ 1.^ i^j\ :>\ji\ Jl 



^jS^^ (ao) ÌU ij^ò4\ 3L.JJUI J,l 5.b=rf. (19) ^^ ó^ •'>' »^ 

(1) Jjia) bià L^ C. — (2) v^^.vxS' manque ici dans C. et s*y Iroiive ajoutc 
après A*44£>. — (3) L^ manque dans C. — (4) U-^J-a.! C. — (5) Ju=wj A. *>^^ 
C. — (6) Jxwt^l A. — (7) »yaw C. — (8) àjjj^ A. — (9) bii C. — (io) 
w'OiSC» C. — (11) O^j A. -Xaw^jJ C. — (12) Jjh aJl^sans ^ C. -— (i3) 
ùb A. — (i4)^^Ij a.— (i5) ^C — (16) ^ A. — (17) v^t A. 
^»x^l C. — (18) JjLjo ft\51 *^j manque dans A. — (19) d^JUa) L^l^l C. — 
(20) "^j A. 



(7) J^IP Ij j j^l^ JUtj WO.JJI ^ J jj^ hoj^\ {6J »À. J«.y tj 

Jjuo JL JJ wKj .juj. .la. (8) wi-»J Jjuu JL. .> JJ b! aJLì^ 
I«^l ^. v'jlUl JULi JUI .>=. ^j Luj ^. jUli j^ ..j-J 

ù\^ Luj^ <,,o) Ij^I, Jo^. j j^ 1.^^ JU .> JJ til oLT^t J 
jgi ^pl-i ^^1 JL3I .^ Jj"^»jL;t^ ^^« ^J\ ^:^ 

.tj*t XJiiJj v_^ .j^ Jj bl oUbyi J^Ji'j i«jl(i4)v'jU>J' 
Ubiìj s^ JJ iJlTj ^Ul ÌJ% U)SÌ J^*iJ^^ .1>l i-^j JL 

«L— J ^.^JJI ,JJ JoJL» ^jlvl IJiLJj iJ^Lì JjJ«i j'J^t >...«àj Jly»' 

i-«^ ^^. wl J^ jJLi w.^t wo^y? JL, y, Jadr^l ^3 ^j^ 

i».\i-.rH li_Us (i5) ^jiu«)tj «■■■,ar" 



(t) 2L.wU^ C. — (a) L» iiianque daos A (3) A }«j^ A. kA ,.tj «ja. C- 

_ (4; ^j-XxJI sans w C. — (5) j^j A. — (6) »j^ C. — (7) Aa^lJ Ij 
. Wlj C. — (8) wft/^ C. — (9) i'j^i A. .^j C. — (io) JLsfclj A. C. — 
(11) Jus-lyC — (la)ljojl C. — (i3)jàa. Ijj^j JU jÀa. A. — (14) yO 
w'/ki' JU' mam|iio dans C. — (i5' ,jjyU.'L C. 



"^ 



fr 



^i J,l (3) Jjwipi JL-ji* Jia.1^1 ^1 *X»,«J iJ* _^» (a) • -iJI «j». 

»j> d'^'^j cJ*^ c)'j ^J 'j> j"^ ^^-'^ cj'^c)' ^-^J *'^' '-^^ 

^jK' Lss*^ IfijJ (7) -rJl .^1 (6)_^ JUt 'ja. ^j/j (5) ly^ 
Uli (9) ^^ ^1 ^^^- ^y s,^\ .j^ ^jTj (8) t,^jt 

♦ jóac^l .^ » JLJI .^ » w^«wt (10) .^ 
\ l l 

r f '^ 

'^ f r i 

jgt Jt^M *r«<3jV i' -^Ipl *c-<3 j^lpi J' ;V •> 

w^l JU .^j JUI JU .jfl. (la) Uljyi! L^'^jLx. J X=Jj 






^L^'^t »J^ ^1 US" j^l^ voyez pag. H «ole i4- — (a) ^)l A. — (3) 

Ji.a.ty t 'L^^ S raanque daiis A. — (4) ^..2 M C. — (5) L^ m'^m^ ^« 

— (6) j A. — {7) ^^^^*-il C. — (8) \jm/a, — (9) ,j*-3rU C. — (io) Le Ms. 
A. porte iJ-ap^t^ ^ JUt ji^-a. ^ w^-«-x3 1 J^a. . — (il) Le Ms. A. porte "^ 
évidemment par suite d'une méprise^ au lieu du chiffre V, — (la) L?J sans j G. 



V 



jojJlI\ ^jcxU bjL^ »ì-JLv^ ^jJi (0 ^ ^,y aj*x&!ìj Lj acU-jj! ^jJt 

J-i^ ^ ^jJl ÀI ìaLaJjI^ jJ «jy Ai'Ocli ^jJI A-^l JL>^ li^Xiu^ 
-ÌaJI J^j JxJ! (4) |.^^ ^ Ji^ b (♦) J*3ri Ijli ^ ^ ^1 ^ 

LJb* iy (5) ULxJI ^,Li jUtli^ Uj^^T Jft LdìI ^UJI^T Jp Jj^I 
^^ cH"^.^ ^UJI ^^sJaJ ^ £/^ '^'^' (7) j'^ Ar»^^ 

^\ oUj^ ..v^ ,.p»^I. i-^l fio) . iLa.^t . le Uff Ji il. 



LJai.1^ L^ wiJ^ J^^t Ll^^j .ULiw^t jp. UbJyiw!^ XLliUt^ 

(i) Ce passale à partir de L» acU-juI^ manque dans C. •» (a) Ces mots 
à partir de Jtjp! manquent dans A. — (3) i^ manque dans C. — (4) j^ C. 

- (5) UjJI C. ~ (6) 7 C. - (7) Jj A. - (8) ^j^r^\ C. - (9)^^ C 

— (10) ^Uu^t J^ e. 

(*) Voyez Fig. «9, 1 
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^ 



J lT-^^ ciJLiJ! ^>;^l (a) J^^ L^ ^^ ^tyl^ (i) sC^UJ^ 



iJL> h^ jjj Jl^^l SjJ i? n ^>LJ ^l^tj Lil^l Jj^* ^Ut^ 
cj^.-? '^ ^y *^**^'^ U*-a^ J**Jj j^^' »-^ j^ ^y ^ A 

(9) k^ ^^j ^^' k^ c^s-*^' e)"^ ^j^' («) ^^ ( (7) ii»A-i 

Jt. b (il) Ja-^ jJiJtj (io) ^^I ^^^ J^.^^ ^ ^ ^'^>^ 
SÌKj^ U^bLsli (la) \j\jj^ »l^^-i-; !-• ^ ») J^ ^ tO>"^ 7^ J^ 
Aa. LmJL^ bi fLiy ^t ^ >u^ *-,*-^iO ^Q Ldi^^JLo! C^bu^ ^^JJjlT. 

U Jl IZ L-^ aJ ^^ J I jJ ^y iL-J j^CJ- J^ ^- U Jl 

aJ'J^LÌ ^jJt ws^t Jjti» b» A&liJjtj jJ aJ^ AjJl&IÌ ^jJt amA^IÌ 
SS^ ApU-Ì^j AJ «Jj^ A-Jjlfilj ^jJì A^MCP^t JjOB^j Aa. ApU-Ì\!j ^ «Jj;» 
^Jl^lvJlfr J-^ ^ s.-,A*SÌÌ I^S-:U^ AJ w.^ Jl^t ijLft j» (l3)^jJt 



(i) 5^j C — (a) J^l Aj a. Ja.t jJ C. — (3) XJLJt manque daos A. — 
(4) A> manque dans C. — (5) ^ A. JisC. — (6) 1^1 C — (7) liaSu man- 
que dans A. — (8) >^Ll» C. — (9) 1-^^ C. — (io) ^^^ manque dans A. 
— (il) JxmJ a. — (ia)j!^ C. — (i3) ^jJli A. 

(*) Voyez Fig. 29.— ■(**) Voyez Fig. 29, 1. 



rv 

^3^t (4) JJ L«-«Ja-.0 A-ftLijy^ JLJ ^j> AÌ'J^IJ ^jJl 4^^435-^! ti 4jL»^ 
^óJ! (6) A-«Muartt^ Jo s-^A-«jy jL*^ Jj s-^*JC^ p^t Ì*Afi (5) ^ 

ft^ 9y^^\ Jj^ j 0^ v^^^okSS j! ^.^I^j «^M' v.tC3Sj Ltoj^yit AcbLs»! 

L,.-«.i. .'-^ li' «J^ J,t siJU. »Jy» ij-j ^;^ "^t -.Ai-i" L^ A--Ì1. ^LftjJlj 

(i3) ^ipij oUyj ^^1 wi:^! !J^ J^ ^ ^ (.a)? J,l 3J^ 

( i) A*«aE^ /i-» C— (a) Ces mols à partir de Ji/» sont écrils deux fois dans C. 
.^(3)^ Jip C. — (4) L^J ^^^1 AftUJjl^ C. — (5) jjbmanque dansC. — (6) 
^vMoril sans j C. —(7) ì^^ C. — (8) ^}\y)i\ A. -- (9) ,_^A^ C. — (io) 

JjkS A. — (il) slSlì a, «Jb C. — (la) ^^ C. — (i3) p|y^^ manque 
dans A. 

(*) VoyezFig. a7,a. 



n 

J* (4) J-S-JLj i^iji) Ixij-^] (3) ^L-»^i J* Ll-J."I ^ Jlj 



w*a.j piL»"^! »JuJ jL-> »jy JLto JLJ (*) a^ bj*j Lft^l Jjjii' J[y»l} 

n 4i* ji^\ %\ ^^^ J (7) bjLw jl ii.y^l j! ^ ^^ JicI ^^ 

Jw»La_ìw| ^ J3 ,_^y-J_j il (8) *-^_j ^ Ji» v__>l ^ ^ J'-aiJj 

yL\ IjJaJ Jv^^ «uto^l >jU* Ji J.?^ -s» f^ yj f^ •ij "''^ "^ lj^,lj 
J-Jy» JjL^I;} *jI-À)1 *;jJLi9 ^ J«a.lj J^ v_^l A«^j I ìJaiuJ i-»!. Ijjjj 
— J» « »Vi g . l ^ (9) jLk^b ^^t ^>iaa3l fJóSL) y^ )aa.\ aJsi» fi^ a.\ 

^UjX-jJ Ja. oXa. v3V^ k^ 2;/^j C*-^' ^'■^ ^'"^^ cP^ 
>iJ^JUi» siJJj il J^^ v^jJ^ J>* J^ >'«>• Ja—j i>>ii3lj /•««pi ^J^ 
L^iLsI Ol*>y «.iXJji'j ililSj^ L^iLal JjS^j /•! Ji> w^ Ja»j 

Eli Aii .Kj un" uiin:L-^?».^.ii 







(i) j>mJ manque dans C. — (a) j.*ssr^. L» maiiqne dans C. — C^) ^Jlfi 
jIj^! C. — (A) Jiuli C. — (5) jJ^I C. — (6) jLw C. — (7) jL- A — 

(8) aW a. Vi-i C. — (9) jLjà^lj manque ^ans C. — (io) ^ j.^?^ maiiqne 

dans C 

(*) Voyez V\^, 27. — (**) Voycz Fig. 27, 1. 



\ 






^ — cj.-- ^ A- A »' > -^"^ wV^' r» J* <*) J->. 






;ì fJLb ^ tjji, ^jì^z U \sMÌ. n^J^ i^JU^ 

^ Jb ÌN»X^. c^ ikiJ !«•', IjSI; (6 t-à^l UL» A»jÙ« jk*arJ^ ^JU^ .iX» 
kasf ttXè jMj :x} J-^ Jf^l? vJlJl iusLa» v J^^^ JG ^ X^liLl-' 



,.»- _ - — — .^T" ^r* J^ *^ 



^-' ,» Jl«3Jj j Jj> j» ^jJi ^ Ji* aLj ,b«Jìj ,jii.M ^JU* 















J l» 









«^ iu 






iJ 



J 'IO- . c 



jj< 



• 

I 



" Li 



J*s . i JJ! w! 






Jt^-^ìll ?^ > O ^iJ» if «JuJj'j .p ^^ 4ÌJ* J ^i5» ^1 



it^l «a» > ^^ ^,<^ ^X ^,« >^ r^ ^.p ^ 



\ t 






-j>i' 
..^1 



l'SOs 



C..__ S' ijiJ> A. — e 



H. A _ ... ,J^i ijj'c. 







sS^ 



(5) aJ^Lì (4) »Ljl^ L^ Jt^sJ^^ aJ ^^ L^j AJl JL-j (3)^;J3:yi 

j,3r^! ^ ^t>^:, ^>^i ti. j^ j^^i ^u)i ^^t^ 

^^LUl ^ (7)t^l^ o>^t ^1 Sil4t bl^ ^ ^t U>,t L. 

^/-^ ^rir^ O^ (^) C^rr^ kv-5 »y^ »«^ ^ wà:-JI Ijjfc Jl 

yu& òJ)Lì^ jj^l ^ L^ «^ w^ J,i J^t (io) ^^Ij oU-*iJt 

(14) *3Jt j*^j ^j*" J-^ j?' (^^) fV^j o!/*" '^^ c^ ^'-^ ill-4l 
L. (17) wàjL-J! Ijjb J-jL-^ (16) Jj oLi^^^t »J^ JL^ ^wrf. J 




(18) A&\ i^\j JJ^\j^ ò^^j}^ j^ S^llò\ ]Sjtj 



(i) tjLa.t^C. — (a)Ly^ A. — (3)^^ A. — (4)«l — > A.— (5),^yLi 
saas 2$ C. — (6) Ces mots à partir del^^S^ manquent dans C. — (7) Ja.Ij C. 

— (8) ^^^^ sans s^ C. — (9) Li.! au lieu de LLi» ^\ C. — (io) !3li C.~ 
(n) J^Uo C. — (ra) <3>* manque dans C. — (i3) a-^'*^^ A. ^v^ sans ^ C 

— (14) ^yJ' sans «iìt A^V=*j A (i5) A;Lfi J3! ^^j maoque dans A. — 

(16) J, ^j C. — (17) ,^^' manque dans C. — (18) ^j^\ j\ sans àVJI^ 
JLI A. 



(3) j.Lì;,^I is^^ JÒL.^ J (2) ^>LJJ J.^. JS (i) ^^p* J^l 
^•XJi ^^j^^ L^^^yUl Jty^l ijJ bjLw ^ir ^! ^^ L2,^y4l Jt^^l 

A-Jic ^! . -i» oljj ^J£> bLtoU (5) Li9jj^! Jly I i'jjJ bjL-^ w^.«5y t 

Jty^t SJx ^ ^kl wOtCJI ^ jli' jli APÌL:>I (6) ^ ^1 ^AiJI ^ 

^^ *i^. (7) J-.ÀÌÌ Ai^^l j^. ^1 

(io) j^j »;J.IjJ1 k«- J,t (9) \i_j^ 3 ^^ ^j «^ ^^j (8):^ 

»^ J c^^^' c/*.^ J* (•^) Ir* cJ^ ^j -ty-^Ji' '«>* ji ^^ 

lift ^ (i5) fjXA .^ULj ^-i'bj XJUar'l »J^ (i4) sS^ LJLi lJL^\ 
^ {i6) jP^ U^j^ L» wi-^ ì^ Jlft LsJa- J**J bl^j •T^SJu-'^t 

^^' /-r^. (j' (^ -V ('^) ^ ^' ^^ '^.j'^ ci^.J ^ *^^ «J^ 

{i9)|jJlj bJj";: L;,^I^U»bLllJj^iyt J^ J^^ «^^IjjJlSJ|3L.>u. 

(i) X/y e. - (a)/UU A. - (3) j^La^j^T A. ^l3JÌ\ C. ~ (4) Jtó 

e. — (5) Ces mots à partir de m^, sont écrìts deux fois dans C (6) Ces 

mots ^ jt ^JjJt sont écrits deux fois dans G. — (7) ALai»;LJ C. — (8) aP 
A. C. — (9) ^y^ A. — (io) ^jSsui C. — (li) Jt. A. — (la) ^J3 A. — 
(i3) \y^ (1^) A. — (14) ^^ai C. — (i5) ^ C. — {16) ^ roanque 
dans A. — (17) woiJj A. v,^^ C. — (i8)^j A. — (19) Jolj C. 

5 



QK-s^ u^iL*Li 3E jju 3^ j^ i(^ "31 jjusr'j il JJ^ 

? J,1 3* X*^ ^ ^y ^\^ _^y i-J ^ jl ^^ (a) »^.IjD ? 
iJ'j^li ^jJI (3) --a^t Ji."? AcUJjlj^ »J^ *Jj*li ^jJI --ortli 




*M^I j_y5Ci l^jJL. (5)3j w.*«Si J«?^J (J°J>^' '^•'^' J^J l^jiyl! 



^ (9) U^y ^t J^ji-^i'WI ^U. -^j ^Là ijl\^\ >b 

UJI5 L. J,!^^^l J^jj^ [(io) U/jju. ^t 3014! ^j^^^ J> ^j?^'^' 
^^1 U J^ ^Jt J^xi Jl^ ili ii^'IJ! ^1 (11)^. ^ ^1^ 



S^'ljJt ^.flJ-;^ Vjj^JUt i^L» ^i^ i^ i»j)t>J (17) il^LiUl (i6) ìjJ^I 



(i) -.^jA.— (2) iyljJc — (3) ^^.•*^!manquedansC.--(4)p^'^IC. 
— (5) Ces mots à partir de ÌaOo^I sont écrits deux fois dans C. — (6) /^jjaII 
C. — (7) >^^j manque dans C— (8)^ A. »wj C — (9) Ujj^ A. — (io) 
Ce passage à partir de pyJI |j^ se trouve dans A. écrit en marge et manque 
dansC. — (n) ^C — (12) ^ C — (i3) L^^d^^l C— (i4) J^ C — 
(i5) ^JaI ,jx C. — (16) LjJjjjJI C. — (17) lei le Ms. C. ajoule encore 



ri 

Jj V,«.^*& j^ ^yJLA jO^/Vi '^J^' J^ «LJL^ ^JJ' ^ i^liJjlj 

^jJl ;^-*^l JJL. J*jj/i' (a) ^JjJ! A^j (i) J=>^fM^ ài\y\ :>^ ^ 



JL^ fis:»^ t^j^JI Jl^*^! J^ Aj Li n j^yJ ^1^1 Jju«J* jIjx!^ 
L.U;:^I Ja^ v^I acUJjI ^Sl)^ J^i^/i' ^^ ^J^^ ^^ ^ ^j^ 
J^ ^ j^^ ii^'tjJI J:i.b %\ ^ L^ UjU. ^t L^k^ J^ ^1 

aw<tojJ| >^JL»^ aj Jad.j .JlÌl)I l»^^!*^ (io) L^l ^'^.U)j jJ^t ^^jl*^ ,^r?^ 

j:;: Zj «uL^ IjJVj l*u ~ ikj j^ j^^ iv^'ut j^b ^^i «^ 

wii s^ ^^^^ (12) L^^ ^jSS^j ^J\ ^^ (il) jLJ/lS-à ^ J 



(i) A^j^l A. — (a) ^.^-^ «-^j e. — (3) Jao a. Juci.^. e. — (4Ì 
aL»*^ C. — (5) ^^^^j_jaC4I C. — (6) «ij sans Jbt L^ C. — (7) Au lieu de 

kj^ (j' ^^)^ ^' P^^'® c^* "Z^^^ i«^l-S e. — (9) Ce passage à partir 
de^^^^ manquedans C. — (io) •Ltl C. — (11) jb^^ A. — (la) L^ 
A.C. 

(*) Voyez Fig. aS. 




1 1^ ^1 XJU^ "il, ^ _^j li JJL. JiUI, jJliJ) *^ ^ j^fj 
xL4Li ^^i StiU J* UJLi. ^t ^1 ^li S J* Jj^l ^^ ^f 

Aj^ (4) 1X^1 ^t J*. Uyci bì» IJ* »*j jjj. j^U. J^'ilf J-^ ^i 
W^k dt^ e)' L>l 7\JL:i% (6) i^ili (5)^IUL. jl j^UxJb ^^ir 

^t s_jl /»J/--* **«^ ei^^ L^^Ltol obo»* nìUj^ IujK^ L^^Lteli 

«^ dr* «^' v' ^r 'J*^ o^ b'/ '"^ US" a) J,) J=w i^ 

* ^ 



^à^\ ap? ArfLà-ijIj Jj «J^ AÌ'ji*Ls ^jJI /»—^l /'■' Jj w**^ J^ 
>^l >>-ij-^ ì-jJl-cLì ^jJI *»cs^l Jj'^j JUSjjjiil Jlj^*^! »Ji* J^ j» 

(1) \Sjb ^\j e. — (a) »^L^ ^ÌLajJIj ^UJLj e.—- (3) w/Ll^ inanque 
clans C. — (4) v'^ sans le reste A. — (5) «utULlJI sans v^ C. — (6) Tout ce 
passage, à partir de \ÒJb (lig. 6) se trouve dans le Ms. A. en marge en guise 
de glose se rapportant à «LiLxJ^lj qui suil ici, et qui manque dans C. — 
(7) Ì*lai» C. — (8) ^ j^ C. — (9) ^^^ sans j C. — (10) ««A^li C 



**^ cJ>-^ ?? J j' Vj^ J^ ^^ cJ-^ J^' ^ J 

!j AcliJjlj (6)9j f^^ iJjJu^U ^ÓJI ^, M . 7" ^ (5) IjjL^ jto^yjl 
jLuw>i jflN,^^J-4l ^a-«Jt ^ (8) ^ w^*S^ l(p^ (7)aij W^*Si Jj«^J 

Jl^'^! JJlC Jip ^ ^jJl S^l AcUijtj (9)9^ /^^ iJ^A^Ii ^jJl M^u^^SS*^ 

^ (»^) ^.'j-5 w?*^ uii^ u^!^ 5;^ ('^) ^j S. 



.LjJajy) iv)'^^ -<rV-^J S-^^ /^.'^' i^JLto^ v^l 3L»IJu:u-l Aj^ ^'^'^J v* 



. (i) ^j-JsaJI a. — (2) :>^ e. — (3) lajJa-flr^l sans ^ A. —(4) Jj^t 
manque dans C. — (5) jL-uw» A. — (6) s.;»^ A. C. -7(7) w>) A. C. — (8) v^j 
A. C. — (9) s^j A. C. — (10) Tout ce passage, a partir de ^-Sj manque 
dansC. — (11) Jui manque dans A. — (12) '^}^jj C. — (i3) aX) A. /^ C, 
(*) Voyez Fig. 22. 



n 

3Ì > ^jC ^^t Ul ^ J«i - >IÌ ^^^ (3) J.»à^ il: 

J* J*«ij a3 ^^ LiiLJI JILa'^I J (5) ^j (4) *:/> y^ol oJLiJt 
(6) ^bJlj JUI Jj j3 Jj^l J_^j irZi »!iL/^ IjJI) ULi'S iUJ 

U^ J* «ULljj JK^I ^1 k=c- J* 3 ^ ^ j 31 v'r*^ 
^'^ O^. J^^ Oj >Li* ^^L. J ^^.k^' ^1 (8) ^X^^., ^j^\ 

^^jJLJ ^LSjJL _,l ^^t Lk£j J* j^LvJ^ ^^l*l»*JI J«-^l ^^li 
JIUI oJlÌ'3T^_^ ^ (9) L^ xJUr- ^ LSI^ Le JjbJI :.^l 

OjarJjjjl J ^^à-J^ J «iUuJI jl j^L^I l«Ì*J XLsr***^ ^^ Vlj SiJC^ 

ZTi ^^ ^1 ^jir(i.) ^i ^ ^b (io) 1^1 p=. ^^ j^uji^^i 

^^^ .^LiJl J^ ^^- j^ LxJI ^'c^^l ^^ ^^ J\Ai\ *Jl 



(i) ^JoJt manque dans C. — {o.) àS\ C. — (3) J.^«aiuO C. — (4) AJ> nian- 
que dans C. — (5) ^j A. ^^ C. — (6) v^Li)! J^ C. — (7) Le Ms. A. 
ajoute ftilJI. — (8) oXSÌj sansj C. —(9) J L3L3r-*'J UJ LxSlj C ~ 

(io) UaJI >^a. A. L^JI v^ c. — (11) I3t e. 







J,t /^jUI ^ /^j^ i^**^ W}^ ?=^^* j' JLwLx» ìjuj"^! JpjLsp^liTJ ^l 

^jji ^ w*c. ^y:;i jjiJ! jt Jl ciJLiJt ;^ 'L^ s^LiJi ^ ^y 

AcLijjljp sUj^ AjJldIÌ ^JJI >%*««J3r^ '^j'-*^ (J^^y^^ ^-X*U LjjLi**/» »ljl^ 
•^ v^.^'vJtC^ LtojjiiI Jl^^t ii*Xc Jjw» ^ v^l AcUJjIj (6) W ^ ►^ aì'JxU 

^^ ^ w ^:LPtj J»^' 2;^' 0^!^ ^> ^j? 






( I ) Ce passaj^e à partir de ^ jJ I manque dans C. — (2} L^Lm^ C. — (3) L I C. 

— (4) Jp^Jaisr^li etc. manque dans C. — (5) I J.aj manque dans C. — {6)y ajy 

manque dans C. -- (7) «ij C. — (8) ^\jji\j ^^V >Jflii3! C. 

(*) Voyez Fig. 21, 1. 2. 3. 
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jtojj^JL4t ^^jÌ\ Jju ti v-^^^jìCa-ì ^ v.^...w*Q Ltoj^yil pbLp^! ijx Jju 

IX^ ^^ jJl ^^;^ JlÌJ ^1^1 vjXiij Ltoj^t i^iltol 8j^ (3) Jl.j 

^ %j (5) v^'^ tre^ u»!^ 



Jajù' Jl^tj s.;,->*0 L-JiLJ! LiJI ^L^"^! j^ ^lyi .^ì-mJ 

(7) iJjJJ bjl—* L-wH-O JvJj Jl^^l iijjJ v-^l ^ (•) ^ (6) Uxc 
^ S «UuL; -i! I^'lj 1*1» I SkJ (9) J* JvJj 11^ ^j^ (8) ^j 

1m JCi.j sT. *3LL. ^JA (10) 7_, 5 ^_^ »j» ^J* ^j^jJ» L/ jj* ^ j»j 

LLkj A^^t 3L»jLl» ù SjaS-i ."^ *t^^l >^1«>» tJJb «JaS jJ[^Sl3 I iJU/» ^ 
à^jUL^caj h\ A-iHy^j ! ÌmLj A^tj Liol» uuaS i3v^^ fL^^y) \j>jXMA JL) S^ 
^LjuJuJI^ ^^] .^ (la) >Jl ^ ^j^ ^1 ^^j (11) ^ JU)l 
a^^l L»_^ 7 ^0^ 7 iliLJ ^ (14) LxtLìLxJii (i3) jl^Ja^b .LxtLLaj 

^^1 ^^^ jl^^ ^ "l»' ^5^»^ J^ >>^ ^^,>^ l-e 5;^J 

(i5) « 8 ;U L^ UjUx jt I J* b^tj^ il Lx Jl L^ JjUI :>^t 



U^L^ ^ ^y jj^ ^^ V*' l"?jL-^ j^ -^^^ v-iXJi ^ as? 

(i) Ce passage à partir de •* ^a. manque dans C. — (a) ajAcIì A. — 

(3) Jl. sans ^ C. — (4) Le Ms. C. porte ^ Jtr^^^^^ ^^^ * "" (^) ^1^ 
manque dans C. — (6) bl^ol C. — (7) ^JcJ C. — (8) ^ A. C— (9) JU 

C. — (io)i33c. — (11)^ A.C. — (la) >,tOJI C, — (i3) jt^U 
manque dans A. — (14) LjuLlibJi C. — (i5) a\i'iÀi A. 
(*) Voyez Fig. 20. 



rr 



o 



J^'j w>t >»J^ iJJ^li ^jJt **M3r^ l^J-^ (J^Jj/J' ^^^ /^ 

[Ijj ^K^ c ^^ (J-^l^ s/^ ^^ v3e ^^- 1^ {^) ^'^ c^ 
v^l (*) «^ bjA^ Ublto! Jja)^ s-^^otSC» ^U! ^3:uJ! 



IjjLw ^^ j ^1 ^y (5) JacIS L.-..^ Jv^j (4) ^bU^I »a& Jju 
^ ^ ksJ L-U. ^^^ ^J! ^^ ^^^ ÀJ3 ^j v^t ^Li3t AxLtoj 

^liJ! (8) AjjJL» ^ J^lj J^ ssr? I.Uj:-I ^ ^-^ò^j 3 (7) J-Ja-£J 

s^l L^ Ul^^ ^^^ (j^ (9) v:?^^ "^ ^ >^j ^ J^ JiUl^ 

^ ^ -rir^ ^j^^ ^y cvS. ^^^^* 1^ J^ ^^y ^^ c;^ "^ 

^ (11) ^^\ ^ A^-J ^ v.--^ Jt ^ L^ ^ ^\ ^ l^ ^ 

^1 1,J^'J J.£jJ J'jJt JUJI ,J^ . cDt Zn Jl i^ l^ ^\ 



^^ i^U-Jjtj w*! AJw» ^'J^&li ^jJt ^***<3r^ 4^^-*^ '^^'^^ w-JiC» y^yf^ 



(1) AcUJj! sans j C. — (a) L^Lw C. — (3) Jjljy^ C. — (4) ^^l C. — 
(5) 5 -XfilS C. — (6) L/ C. — (7) SlflJ manque dans C. — (8) aJU A. — 
(9) cl^ A. - (10) ^MLJLxJli C- (II) Jì A. 

(*) VoyezFig. 19. 



rr 

I ^^Mae* J.^jujj jj Juar^l V*-XjJ ^L.^ /*-^T* /*^ V^' (*) ^Jg»fc-*^5 LpSLcoI 

^l^y (0 v:;^j u^Jtr*^' «^-^^ Lj^I— • jL^ v^' ^/^ ^*^!^ j^. 

m ■ 

m f^ 

L/ ^^i ^>^ (3) ^^jj^^^j (a)^ > JJUlj ^.LSJI A^ 

L-Jll:.- (4) ^Ij U-i^ xL^Li Li^U. ^ ^U Lsib ^ ^! U!, 
L|^ SLLiJ! ^i^o ^jtf^ii-j J^ (5) >ii»ULjJb jt ìLaJ ^ ^L^U 

^J^ jLs "^ ift ^:>^^ L^ (6) rr=^j ^ ^^ J-^ Li^Mr^à ^^' 
^ I^L^^^^I^ ^^! ^ix. XJL^^ J^:>y^\ ^ ^ ^ 

^UlT ^ \ l3Ls^ ^ Co Jli J ^* L/ b J 3 ^^ ^Iw 
v^' /*iK A-i'jxli ^^3Jì ^**4^ì J-^F^j ^T*- AftLft-jjtj »^l «j^ Aj-x&Lii 

laJ w^aC jJ^^ br^;L^ (J^X^^ ^J^ '•ij'-'^ »UL^ ,3»iJJ aef Afi-LA-iy^ 

^ ■ — ■ — I — - - . - — _- ■ ^ — _ ^ - _^ . 

(i) ^j^^ C. — (a) Ces mots à partir de JS^ manquent dans C. — (3) 
^^ e. - (4) j' L^lj C. - (5) 2-kiJbj C. - (6) j^^ C. - (7) 
jtt^ rfl^^ manque dans C. — (8) ^j,^^^ A. 

{•) Voyez Fig. 18. 



i 



r' 

J^^^iflrJ UL^ j^j UJ! L-j L/ ^^\ ^Jx^ a^ 2;liS j^ 
Ìm ,1 ^ jia J,I Ai ìLmJ ^5o s^j Jjl» ^ ^jJ! j!i J,l òj iy^ IJ Ja» _^ 

pcrtLi ^\j}\ ^ Jt JLiJI ^ l^ JLìJMJ^y J,l (3) J^:Ì)t 



u^ J^ji)^' '^^ l^jl— «l-^^ v5^' ^ AftUJf,l^3f ^y òJ^U 

,jmJ^ ^t^t oXJij J5:>jj/lt 3J^^U. (5) A^jyjl AftiUt »J^ ^ Z 

jKiì JiiJI ^!^ ^ j!^;IjJI ^I^ 



w^xSS(6) •JbLoildtXxJL ;L^'^L.»p J]jì]Ul^\ 



(i) •l'jtAJ) G. Les mots à partir de ^^t jusqu*à iPjij^l^ manquent dans 
B. — (a) ìs^^lj A. — (3) ^^ A. B. — (4) /%*^' J^ manque dans C. 
— (5) lei finit le Ms. B. — (6)^j C. 



jj,j olititi ^^ ^UJI s-iua)l> (a) Jù Uli V.Ì5JÌ jjLj ^^ 



yA^ sfS AJ'J-eLSj AsJI (4) ^.>..3-^ iJuJI (•) ^ (3) boc Jjjo ,« 



^WM^ 






; ^I s«^! iu.^juS' iibJL» s.*Xk J,l v^l SLìmJj XLju sJ^ ^^t s-^t 3L.*u$' 



(9) L^ U^ULij^ (8) ^1^5 K. 1 p^j J wo^ Li*A..LiLÌ ^lyi 
(il) LjJÌIjl)! LJUf izJI ^U^^b Jix^ Uli sjXJi jjuj ^^ 



^1 n *^ (i4) bJ^ Jj^* (i3) ^\^ wolS:!^ (la) ^ Jj*^! s_ft-:uJI 

vj>^ ^ w^l Ji> b.^ ^ J-*?^^ ^^^* L^ *1^ L:^? ^ cf^/^' 



Ji) ^LiK:u B. e.- W J,*L JLi C.--(3) ^^ e.- (4) ll^ 
ar? A. B. e— (6) UIj e— (7) A. et B. ajoutent ici J^^t. — (8) jLiKx^ C. 
Le Ms. B, qui est très-ràpé en cet endroit , semble porter tLi ol», — (9) L^ 
manqiiedans B. — (io) ijL-J C. — (11) Ce passage à partir de ^^ man- 
quedansB. — (la)^j C. — (i3) A-ciLc©!^ C. — (i4) btj^t B.C. — (i5) 

«j^!b. 

(*) VoyezFig. 16. — (**) Voyez Fig. 17. 



n 



^^kJl j;jly4l »AflrJ| par^ ÌApIì ^j J^j/-- (i) ^>^l (*) ^y 

A.. *.* j Jjusr-^ t/*4/^' ^'^^^ i***^ k^'-'^ '^.'jVp' /*i'^ ^^luJt ^j'ji» 



J.^ par^ (3) p:LÌ, 3 X-kU J* ^ Ju- Js, \:>^ Lj 

ei^ À7 p2c^ t!^y -^ ^"^^ "^ ^' ;^ ^^' r**^ d^j' -^ *-^*^' 

^»-^«a?^ ^j'-*^ ìA^^^ (J^Jt^^ "^ J^ AcLijjtj (8) aJjA aujJcPLS 



(io) jl> >%-Y-xJj Jaa ^jx b^^ Va> vJ**^J j^^J 3L*»jJI ^ (9) IJ9--J Lkà. 

(i3) p^j > J^ ^j,^.j (la)^ Jxw J^ b^^^ («Op J-^-c^j 



(i) Pour Ics lettres désignant les somniets dcs Ggurcs le Ms. C. clans oette 
proposition offre beancoup de confusion. — (2) ^LiJt A. B. C. — (3) a^Lj 
B. C. —(4) i^UJjl sans pze* C— (5) liK:> C — (6) LS'c. — ^) J^j^^y^ 
manque dans C. — (8) a«Jj^ C. — (9) ih^y C. — (io) Au lieii de li> av-^^ 

le Ms. B. portej» J^ r}^-3 — i^^) J^ ^* — (**) *— ^ ^- -^ s^"* ^4**- ^* 
-^ (i3) ^j B. C. ^ 

e) Voyez Fig. 15, i. — (**) Voyez Fig. 15, 2. 



lA 

ri (•) crW»^ W^. 



&*L9_j (3) «,c9j3l Ujlx» Vfr-'^ *~'|) m"^ ^""^Lt' ("^"^ '^ /^ iiJLJ^ *^ 
oLij/rl| ^^TxJU. ^^ (5) Jj (4) Jii, J ^^' l^ ^J.yi i^^ip 

jip^^Lj (io) ^L*J,LSjlj L-rV"^ ^^ L.U» jjo ^JaJ ^,^ (9) ! 



l^\^ hoJi\Z;'L^ 3 ZTl (i3) t^ri.. jt Jyli oLW' J (ta) ^^ 

l>^kfiL ^^ "p ko. J^ arf J ^ V'^r^ -5^-*^ ^^ ^y j' ^'^-^ 

^ a.j*mJÌ"37 J,I (i5) lai Ìa*4Jlì Li ^J, b vw->^^-^ (i4) L>j^-»^ ^ J^^ 

jjuJJ! v.^ (17) p la^j ^!r-^ *r-L^^ ^>j^ ('^) -M^^Là b J,l 

^ ^1 U:)jt L^ ^sXJ3j"S? J,l Lj iy^^ Lj J,t 



(i) ^^k"s^ C. — (^) /*il^' C. — (3) Ces mots à partir de ^ nianquent 
dans B.— (4) JSjJ! C— (5) s^ A. sc^ B-— (6) V*' ^anque dans B.— (7) ^^ 
C— (8) Le Ms. C. ajoute ^T3 Ja^i-^ L-U».— (9) j C. — (10) jLxl'UU B,— 
(11) Lx-tUjJb B. — (11) ^j^ C. — (i3) Là. C. — (lA) ^L-^ A. — (i5) 
Li Li*.^ manque dans B. — (i6)J>yassJ| C. — (17) ^a A. — (18) »Lkw^ 
sans LyAj C. 



IV 

j_^l ^ »j*Li iL-j_S' ^"^t J,l (5) L^jjvl ■^,...ge^t IL-Jj (4) Jucjyijl 
^^UULij^l Jl Jj^-ill j^ (7) ijJU hi\^\ J ^^- L/ jj (6) VacU 

f^^ v^ ^^' l***) ^^'j j^ (9)^ V*) ^ ^*^ cr~5 u^^-*^ 

Aa.lj jóa. Ji. 3^ (i3) ^j^ w%' ^j j\S^^\ (la) i^^ (ti) Jj 

p^* J L ^^|;J1 »Jj»j (14) ijy^ ^^' LJijl L» >jX33j j|j-*t iJiHij 

(.7) ^" *^ J< Jj (.6) 4r^ SpL^I ^^^_ "il MI («5) lÀ» J» 



^^-. LjJic (i8) Jifj^\ ^JS:»\ ^\ ^UJ^I »j* *jji-j' jjo ^^j 
^1 Jl^-^l J* (19) Ji\ JjLlà ^xSi\ ^LT ^^ ^1 J^ljJI ^!^ 

Li^^^ *«jl (ao) ^»_5 ^1 ^\jp^ ìli L^ (1») J^jJ\ ^^ -i 
^Ljj a.» n .xj JLib SLjJÌj Lx«*j LotO jAdO 3ji& ^j (li) 3ji^ jL-a.t^ 



^ crr^Liuj ^L14I Jj J^"^! J (a3) ^jJil (12) ^bLf ^1 



(i) vLi B. ^ e. — (a) ^^i^jt A. B. C. — (3) ^.i-jl A. B. — (4) Ce pas- 
sage à partir de Jw-^i manque dans C. — (5) L^l Jls^ \ C. — (6) » JxLS ^^t oj 
manque dans C. — (7) U A.yLc So^Lar^l B. C. — (8) ar» A. a.v^ B. — (9) ^^^ 

C. — (10) Jia.1^ C. — (li) JjA. — (12) i'jx A. — (i3) *J^IC. — (i4)^t 
^^y^ manque dans C. — (i5) ZJ^ Jjft ^^^ C. — (16) ò>,^.^S^ A. AXd^ C. — 
(17) JLar^ L^ A. llsr^* B. ^^-^ C. — (r8) ^^|/JI C. — (19) J^\ man- 
que dans A. et B. — (ao) ^j A. —(21) J^À» J-^lj manque dans A, — (aa) 
«^biTc. — (a3) lei et ci-dessus, lig. 11, le Ms. A. porte /r'J^j'* 
(*) Voyez Fig. 14. 
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n 



d'^ cj^.j'-M-» »r^ (3) Jj^ Jl^l "% w^ w J'dt._, ^^ ^t 



•^ cr^j j-?^' »"-^ J-^ c^ ^^^ r^ ^^^ &^ ^^^ ^^ 

Lj >*--ae-* jJL>^ AC^I ?J^ Ji^ (io) >tP w^xO! JjU laJ >%-..sr** 5'i3Ls9^t 

(I,) .A£j4t J^t J ,^- L> J^ Zi] U .Xà JL.^» i^ b,L^ 



J 



(14) ^ ^t L;:>^t L> >,tXJ3^ U^* J W.I v^ ^j^ (i3) J. ^ 



(0 jl-ijl— -^ !il sans jU^ e — (a) j ^^;-trr^ jl manquc 
dans A. Le Ms. B. porte ly^^-^^-JU et puis au lieu de ^UUj les mots 

L^j> ^U3! wft-j;^!^ . — (3) JjLjui- e. — (4) ò>^^3 e. — (5) L^ 

manque dans C. — (6) ^j^^ A.— (7) p B. C. - (8) \^ C. — (9) jI C. — 

(io) ^ manque dans C. — (11) >JX|! C. — (la) Ji A. B. j I C. — (i3) 

^ A, J^ B. — (14) i^^rri ^- — (*^)^ manque daus C. — (16) «jIjlswI B. 
jl^! ^^U e. -(17) Yll. A. - (18) ^t^i^ e. 
(*) Voyez Fig. ii.-^(**) VoyezFig. i3. 



^j ^•^\ Sax ^j^j» (i) ^ji v^ 2^ ^ ^ ^^y— 

jXi J-a^et ^j- (4) p-=^j ; ^ Ijjl-' «F^ (a) J^j (»)j ^y 
^ oJLiJI wi^l ti» J (6) ^1 ^^J ^JÌJ\ (5) ^ 3^ ^y 
*Jj J.<;»H. L *Xi Jbì\ J Ulj Jj-^l j (8) \Sfj (7) J,*:^. .^ 



Ti w»-*-0 À_.U.JU.I J* Jiar^t ^-or* (l5) ^j J\y'^\ (l4) '«^ 






{|8) w>j-CJI «i»_j» .óa^lj Lisj^l jlJua.'^! (17) »JJ(S' ^ (16) ^.V».. 

JLtoj^iJI S'IiU»"^! '«j* Jjt» ^^ ot ^j, ^yo (ao) bl «iJ {19) JxmÌ il j*j 
(ai) JU9j>iil u\y\ 'i.Xb B» wA*^t 4^ (0^ '^^ >>^ V*!^ '^^ w-^a! J^^ 



(i) Au licu de ^jJt^Xi *J»^ ji^ le Ms.C. porte ^jJli'. — (a) Ce pas- 
saga à partir de ^jJI *^Xa manque dans B. — (3) Jjia. B. Jj«r?. C. — (4) 
^ C. — (5)y>j C— (6) j! manque dans C. — (7) Sf^^*^ B.— (8) \^^ 
manque dans À.. et B. — (9) ^JL» A. Le Ms. C. porte U*» Jj^t «wÀ-^UaJb . — 
(io) bjx A. B. —(11) ^^ C, — (12) ^^p^ C— (i3) Ces mots à partir de 
^ìù manquent dans B. — (14) ^^-^ A. — (i5) m!ì^ B. — (16) ^ Ir»^ man- 
que dans C. — (17) iJjJ B. C. — (18) s^-ajuOI A. — (19) Ces mots à partir 
de iJ^lj sont remplacés dansB. par JL^ ò^^y — (*o) ^^ B. — (ai)Tout 

€6 passage à partir de w^^ ^ )n,*m^ manque dans B. — (aa) ^^w^oJL^ 

L^^LiijIj L^liJj^ c. 

(*) VoyezFig. lu 






^i», oLJmJI J (5) ^^' UT L.>^ w^ ^ ji^ 







ij^l ^^ Sa«j »^|j^l i»^ Jajo ^I ^y n wL»^ JUI jV j» 

* • ^M (li) »J* ar» -iu« J^ il ^(Ju. (I0)^_j i> iJjJI • ' ■ • 



»i j u Jx- ^^,yo (i4)»s>iJu:u.l J* l. a.» (i3) JjJj j ^ ^JJ^^^ p» 
L>u^ (20) J^j*^ ^ ^jl-41 ^^tj (19) ^ J^ J^j/i^ ^^^ cr^ 

(i) fjoLij C. — (a) » manque dans C. — (3) ^jJ^^ B. — (/|) iJU^ L^ 

^^^JilaJ^! <u-^U J ilj^ L^ ^^C — (6) Ji*;B. jt JUi*C.— 

(7) jjÌa a. ^ (8) Iv manque dans C. — {9) J^^^a. A. — (10) A-;-^j B 

(li) vXifj A. B. — (la) ^ A. Jv-*iC. — (i3) JJ.^j C. — (14) a^Laju-! 

A. — (i5) fj^\ manque dans C. — (i6) >^ !jj manque dans A. — (17) 

fjoijli C. — (18) 3Ji6 C. — (19) io manque dans G. — (to) Jv^, C. 
n Voyez Fig. 9. — (**) Voyez Fig. 10. 






(4) jIj jUt;^ (3)^jlj^'i!l wfi.^ jlJ^^I ,_^ ^y > ^ir 









^LMrJulM» 









iiàr»! oXJì j W.I- w.j^ ^„ (i4) i^ ^ j^. ^^1 -^j} ^ y* 



J-^=*-^ Cj' ^:^-^ ^ J<^ 



(i) ^A. — (2) s_.....^C.-(3)^^jJIC.— (4) jliC — (5)AJ> 
inanque dans C. — (6) ^ A. — (7) jU^ C. — (8) :>^ A. — (9) J^ C. — 
(10) j^Ij B. — (11) C-^L>JaS-V,M>'^t e. — (la) Ces mols à partir de jtj^^t 
manquent dans B. — (i3) ìJ^ manque dans C. — (lA) Lid. iA^ Jw^ai» C. — 
(.5)^jC. 

{*) Voyez Fig. 7. — (") Vovm Fig. 8. 




•r 

^^-iju^ jIj-9.'^! wftw>^ ^ ^jJt 3^ ^f^^ t; ^^^ (3) b^Lw jy ^^ 

(*)yk\ jU^ (7) ..^jJ^ IpJj^ 3t (6) ^^yL-j Jj *J> ^jtìiLJ lilj (5) 1>J^ 
^UJI ^^ jl^^l ^j \jt ^j 9 J,l b j.^j L*i^ J^l (8) ^ 

S-^-^Lw J ^^^* l-^ J^ ^y ('«) ^^j ^?r =^'j ^f/ ^ J^ ^r 

Jij^\ ^j4\ bl.J J ^Jl (la) i^^^t ^l^ji\^ (.1) J^^! 

^^^j L*^:;. Lju^ ^^j^^ s^^À^tj c^^' C:-^ '"^"■^ ^*^^ "^^'-^ 
^iJu^f ^ ^j^j (14) ^^óa. 3) Ja-j j\S^^\ ,_^ ^^^ ^ ^jJt 

(i5) ij^L^ ^j"^' ^j?-i a M j^X^jJ wà^j ^UJI tj J)ì fiwt ^^y 

v^t Là J,! s^à^j (18) »lj>ji b ,Jx l-jJjj)Jt /^Lii pli<toìll ^jljx^ ^j 

LjlJj^ Lar^ i^lv ^J^ ^.Vj * ^-^ '-i!^'-'^ piLto^! »3jlr^ Lae^ 

O-jkJI a^^tj J.^ ^^ (19) ^^X^^ J^^L-^Lm» ^ r/**^' *V? 1-*^ 

(i) ii^^ e. — (2) ^IjL:Lm.1 a. — (3) jL4wi A. — (4) «jy raanque dans C. 
_ (5) ^>J C. - (6) Ji. C. - (7) sjXJii'^ C. -(8) ^^ C. - (9) pJ B. 

c— (lo)L:^ ,ju^c.— (li) J^t U^^UJìa. J^^L-J^ 

^^Ul B. i^^LJ! j ^^ UT e. — (la) ^^\ B. — (i3) »Jo.)j B. — 
(14) .IjÀa. C. — (i5)^-iu-ft A. — (16) Jojl A. ^X-jjl C. — (i7)Les mots 
^j5^l ^JjJ! jii.^ manquent dans B, — (i8)lJL»JÌB, — (19) ^j^j B. 
(*) Voyez Fig. 5. — (**) Voyez Fig. 6. 



li 



J_jXe »J^I «..;^.*S;. »^ (4) ULi n L.jji^b L.|j Jj--»^ (3) 5;;j»Lj J 

^3 VLr^ ^^' ?*' ^^» ^ ?-^ ikJiJLte ^j*^ ^J^^ òi'^ >^ 'Jl^t ii>X£ 

J.M3a. mLs j» ^ÌJI .a^ ^3 v'H' ^^^ ^' "^^ >J^f <w^>«5C> Jì/io^ t;;^^^ 

L-,J^ ^|;4l ^.*XJ3j ^^1^! Jj^» i*Lto^ ^iJI Jij j^ »J^! wasiSS 

^ J,^"^! XJ^I Ji> (6) jiLAà o!:>/H JLp Uj*' ^^ W ^Li 
V^^ JU (8) L^ J^"^l (7) v^iJi^lj LJiW! yL^ ^*^l ^U^^l 

iU^ j(ii)jlaa.'^l y^^ywai w>^li (lo)bjtft j^^j SjumÌ' Jo^ (9)»ljLa.l 

Ljuni^J J^,Jx tf.lJ^t zÌJLp a,J» ^\ fL)y tt^ (^^) ]ÒS^ (l/|) ^m>JJL^I 

(i) J^ar^ A. — (a) J J.30 A. B. J Jljo C, — (3) A A. ^U C. — (4) bli 
manque dans A. et B.— (6) ISli B. C — (6) JavIj A. JJuU C — {7) wft^^U 
A.~ (8) L^ manque dans C. — (9) »i!joi.! B. — (io) bjx manque dans A 
et B. — (11) »|j^^t manque dans B. — (la) L^J^I B. — (i3) 3L*>1^I L»t 
et sans j C. — (14) Les mots ^^X^^\ ^^JÌJ wianquent dans C. 

(*) Voycz Fig. 3. — (**) Voyez Fig. 4- 



I. 



UT ws^l W*<5 W^l JL.J JUI JU i^ H^jJl wO'l;4' 



^J>- J^ ^-^ ^ (>) '^^'^ uP^ U«^ «^'j J^J ^ J^ ^' ^J^ 



^j^ Utjj^t p^LS i^iL^^ ^j!>^ U-?^ -sJU (8) :>AJb ^ Uli 

fjoyJd\ «^«iXjJÌ (9) bjL%4/» ^Li^ilj jLa^lj3l fLijA dJjxli 



Ij^J JUt J-^tìa. Jl» ^w^ liljjLflP^I tl^^JjJb AjUjJj JLlljJua. 

i^lL.! JL^ iiij^ Lo^ lJ*- C..JU.. tSI Ijl* 



j^ Olw^iW 



JLjoj! Jli AÌl^ r)j^ '-r*^ (**) J'^ 3'*^' ^j' ^^ '^^ (*^) J*^ '^•^ 
j (*♦) iL-jJL^b Ulj (i3)j/j4I wwLJt j'^'^L» Jj^ ^Ij^I 



^^^SlJ ««^t 4jJL:9j ^^List ^jt ^^1^4 ìÌj^ (14) ^::&Luv»j ifjia^l w^olC 



(i) IjaIj joyu A. B. Jia.!j ji>yj C. — (2) ìAjuxj C. — (3) ^j B. 
>%^j C — (4) bjL*^ C. — (5) ^JjJb A. — (6)iLtjy3ri| manque dansB.et 
C— (7) C^'u.ji£.^*b C. — (8) ^JlJIC — (9) jlw A.— (io)jIj^! A* 
— (li) ^ ^JjJ Li C. — (la) JjLsa A. B. Jjjo C. — (i3) ìfj^^Xi\ A-^l4l 

A. (14) Af^LtMPj A. 3^LuM»^ B. 

(*) Voyez Fig. 2. — (**) Voyez Fig. 3. 



1 

« 

jbju^ L_C"^^ iju^t j^j^t C-^U-j>w« Li^ ^j JJb *lj£ju-t jLfi ÌLjlw» 
^1 (5) jauju.j J Lyjaw VJtr^ >jXJ3/^ iJiliJI^ ^;;ir-J^'j J^'^' 

L^tpi (9) LJ^> ^j (8) objd^l Jt (7) Lp^^Li;, o>J' -^^* ^^^ 

^ Ij^ iu^^ ^1^ ^ Ivi c;::*W >-Ì^^J ^^ Jfr-i (^ J ^iV^ 

tjLa.tj swt^ ji^j^i^t 3Jl-xJJ LjjLm*/* L^jj|i> s^t Js:>^ a^ (*) tjuiui^ 
^j ^t Ja-J LojLu.^ Loy Ls^a- Jv^ J^j/^' "^^^^ 0XJ3 ^^ 

't^J^ ^^CT* v'^!^ cT*'^ J^ vicr^'*-r^f '-/"^^j^ 

J^Ll* U^JLju ^y^^ L^.l aJU>j L»^^ rJL^^J '^Jtr*^' -^JjJt Jjì^ ^1^ 

(i3) :>a:j Ll5 LJ(j :>iyi oXJij (^jJiSt ^J^ (la) v ^** ^^' J^j^^ 
Ll-jpt JL5 Ur^ ^b^ ^jJb ^ LiU SJL-y I »jl* J LJ*- ^^L^. 
la^LUb j^j>y4l (i6) :>jjd3 jL^ ii^ (i5) ^'jJtjj ^a^tj v^^ («4) J^< 



(i) Ce passjige à partir de ^Li manque dans C. Le Ms. B. porte JUj au 
lieu ile U*4.. — (a) vJl.-^" "^^ B.— (3) ^^;:ilAdrt| B. — (4) ^V^'j C. — 
(5) fj^\ '-V^^ v-Jkf^^r^*^ ^- — (^) ^^^J manque dans A. et B. — 
(7) U^3L)* e. — (8) ^jrl^i] A. — (9) bjy^ A. B. li:>Jx^ C. — (10) 
C^.Lo£j:J^t C. — (11) JJ B. C. — (12) AJ manque dansC— (i3) bj^o C. 
— (14) «^'^ A. — (i5) ^Ulj C. - (16) ^^\j C— (17) J^tj C. 

(*) Voyez Fig. 1. 



•À 



i.4^ ^J* "i X-X^l %x ^^ L4-L j^^lj U~r?L.j (i) IJ2j^ L^ ^!j 
Ulj *-ijystlt g^l ^l/fcf "ìli ^^„'^ i^l »J» J* ^^LarJtj iJ»JI 
^iJj aJ ^j^ L. Jj"^! ^j (3) L^j^l ^^Lr-SJ (a) LbIj^I oUyLSil 

^^L-,1 ÀjOjl _j»j (5) Sjua.ip JJiLx. (4) s_x>y 

"^L» J'A»-^ ijiAj jj^_j v^ ^ ''^•'* J"^ j'^j J'^j v-*"^ ' 
bj*j "^L»j IjJLa. Jjjo wtxS* 3r Kj^ Jjuo ij*j JL.J w»»-^ C< 
ijitó _^_, ^Tir^"^ cr=^->l*« c)L=è> *:» c)^> (6)j» ^Ldl ^JìJlj 

bjxj'^L» Jjuojju^j v^ v' bj^j tjjL2k Jjju JL»j ww*r t 

UjU^ ^^1 ^^ bj^ Jji*> jiaw ob^t ^ J^^^t Uc^[3 



À-o. *-»»-*• J^ Jtr^ "^J /jUl (14) 



(x) l*»y-^ A. C. K^La-^ B. — (a) Tous ces mots à partir de iu;-^* J \ 
roanquent dans B. — (3) L.^^|jua.t C. —(4) otj-^ B. — (5) LJ^Lju» 
«Jia-U! B. «Jtaktpt aJ^L3Ù> C. — (6)jtt^C. — (7) J> manque dans C. — 
(8) L^A manque dans C. — (9) ò^ò^\j C. — (io) L» jJLi C. — (11) Ja 
. ql^Uo'^! »i-a> manque dans A. — s. (la) »Ja.L »J.a»ty B. — (i3) Ces inols 
à partir de ^^^JUjCìm.^ sont remplacés dans C. par «\)l «ULi!. — (i4) 3«Xa)! 
manque dans B. 



Lp Jjj"^! (3) «iWli Lài^y 

t. j«a. J A« i J*_j JL» C» b J* J Juo .«Àa.j JL« (4) l 



>ÌL. Jjjo j^J^j v**^ ^ ^j^ J«»*l Jl-j v-^ ^ 

(7) L-«^ J^ JL-j jà^ 9- 

^Lri' ^^^Lt oJUjj lij* JJ.L4! f>^>» j'^lil 1-b oU.j— • 

^^Li_~e>"^l ^^ L-JL.JI JLl^Jtj L^ -«.JJ^JI ,J* |j»^L.j J_yve'^t 



Oa. 



b^ Jj-W. JLj v^ i b-X^ J.*-»-; j^^j ._ 

L-t-*-^ J->*i Jk? ^-^ j ^*-^ J"*-*-; j^j •^■^ ?■ 

(i) oLj;-A-it B. — (a) XJbìJ C. — (3) aJÌIjJLì manque dans A. — 
(4) l manque dans A. — (5) jji-a. A. — (6) JL» A. — (7) J J^jo s..^^*-»-^ 
ìllj»j tjjA A. B. — (8) S^liJI manque dans A et B. — (9) oLiUt C — 
(io) JjjÙ* bj^j C. 



1 

lilk-i !ij* (a) àII-41 f>*y lo'^'^' ^Lue"^! (i) »À* ^ ^J^J^^ L'Jj 
UjifcJ ^*L ^^ \lj^ JJj ìcU^I ^Ls^l ^^ Aa-tp "^j LljuCj iJi 

J,i^i Lj,j jutj .^tj i^i ^j Jj^UTs-^y t xJiitJi j^i ii^ 

Lxj' jjixi* jt^t T ^L^ jj,juj ^j^ c:. 

JUI SJ:)L*. ^ ^t ^ylà .^\ J\ JUI L.-^ JUI Jl ^^1 
^ V' Xr-^ JUI J,t ^^1 1-J ^Ji'^ JLJiJ .^1 X)^U,r s^^xSllJ 
^^ cJ^- ^'^' "^^^^^^ ^'-^ i-J^I (») ^ ^ IrV^i r^-J v^^ J>' 

(i) tJJ^ C. ce mot manque dans B. — (a) h£,yoy C. — (3) jjl-*»Jj C. — 
(4) l^J^b C. - (5) ^^^ A. Jysì, B.^^. C. - (6) \jj\^^ ^x^ 
C. Jjjljju manque dans B, — (7) 3u*jJI C. — (8) Aucun des Mss. ne pQrle 



»j_. ^^ (3) A^lj XJ^ tó (a) 5-. ^^ ^^Ij oLtj^t J u-jtbV' 
»j_» J (5) J_-^t ^i s^JilO >xs)j LéJi*i' Jl *) J---. (4)iJi XJJis)! 

JLjL; UJU^ilJUt J (9) JUI JL. JJ blj w> U iUi JUI JL» 

JUi 1^^ I-HV^J Aa.^,~.«.* L^'ljjJ "^ &a.L4l -.^^ U^l}?-' ^-^ v^X)3 

V-^'j £j>JI^ U-rJj cf^L. ^j oliJbN!^.iLiUI J ^«^ JUI 

o'^iL»^ .^iCj.» oL«5aij oljwytj ^% Sàlklt (io) 3lj*\!lr 
^_j^l Jf^-kJLj ^'L^ c'*^ "^^-J Jl?''^'j 9Ì^% :>jJI (il) j^ 
^yJI v^'t^ (la) ^jl ^^ iJiL*|b J^l j^p^. ^Jl i^ Lt> 
jUlj .^Ij ijJI ^ty^^UUl J LeyTI ^ ^1 ^."i! UilliJ 

^1, 

(i) w^bT e. — (a) Ju- A. Ju* B. C. — (3) i'j^t^ B. — (4) '^ sans ^ C. 
— (5) j^lVfA.jLa.|^lB. Je^^ C. — (6) Ja» C. — (7) sJUà^lC — 
(8) Les mots JiuJI^ o,^LiU! ^ jUlj manquenl dans C. — (9) JL» JL» 

C— (io)ìIj^Ic. — (11) ^B. e. — (lajXjDjt ^ B. 



L^^^Ua/»j L^flc*-^ aJc (4) >^^ bbj^ ò^ l^AjLi ^ ò^j ^Jx iL*J L»!j 

jy^^ fi L» ^Jfi lO^y^J (^-'^^'j JsaJIj LiJt XjOj! -fi>j SLallt iu^l 

JLX\ ^j^-*^. (9) pJJj i,"^! l.^\ J i^j crbj^^' ^ ^W- 

^ipi là* 1»^ JJLJ ,J^\i J-^l ,j-Ì9> C^* JiJii Uc-» Ley 

^ A*jO v_jj^^<4Mj w*»^ JL» JL» ^j i^ ^jwto«3 JL» JL» (il) JLL» 
iL»J uel I >,..L. v L^wó'l^l soft .1 Jj^"^l v3(ia) /wJJSl y_*Li' 
J,l Jly^ S:«»<j Jiy^ J,l jjj^^l ii; ! <jjj^l Jt iJ_JI X^ 



^■<M^iil 



^ L UJb (i4) JU! Jt^t J,! (i3) v^LtSJt L^^ ^LxJJl 

(i) Les mots jLo. Jj ^ manquent dans A. — (a) J^l { Jj-J!) A. — 
(3) Les mots ^jyo etc. manquent dans A. — (4) %*JJi.jj A. — (5) ^Jj^ I C. 
— (6) ^jUii^ C. — (7) L^ B.— (8) Jfi^\ manque dans C— (9) Jy A. — 

(io) JwtC. — (11) Ces mots, à partir de "^L* manquent dans C. — (12) lei 

et pag, 0, Hg. 2, le Ms. A. porte //^jJLilj!; ailleurs rr^^-^t. — (i3) Les 
mots s^LxWl Ju^^U-Tj manquent dans C. — (i4) J[y»^ J|^t J^\ A. B. 



r 

^1 



(4) iJPj^. ^jJt j^t (3) ^^^yJuj^ li^b ^-t^lj ^^1 

(6) s-JlL U^ ULJI (5) Ijj^Li, yjlj *...,.,s »J<iJ j»'/' J'^' «W 
.Ji\ j-a.^1 Lij^ w»Uc. J! ^llitJi)^ J* JUi- Ji! J^ Uj 

^.^-"'j JLv>^t J -^^-^ f^iJI J (li) iUJ) (IO) ^ ^^^ hjk^ 
^-À-ij1^ v3j»A-^ iufo-ji l *M » I -.^^JUJli j...ja. ^^3 ^ **^Ij J^^r::^' 

14) ^-r^S-* ^ J^y^y^^ (i3) ^1 ^ 1^ J^l ^ ^^jl ^j 



j-Jy)! J^ sju^^tj i^^JiJU J^t {17) oU.by! (16) 3t hj^\ 



(i) tòa) manque dans A. — (a) % C— (3) jyiàjj A. ^a^^^ 
— fA) ii J»ju A. B. Ai J»*j C— (5) J^Là. C— (6) s..JJaj C— ( 




(9) iJUi C. —(io) ^ B. — (i 1) :>LjoìIì a. ^L . A B. JU^Ì C. — (la)/^ C. 
— (i3) ^1 maiique dans B. — (14) à^y^j^ A. A^y B. à-X-j^ C. — (l5) 
^j^ B. — (16) !it C. — (17) oUby t C. — (18) La.t^ C. — (19) Le 
M$. C. au IÌ€u de fj^^ ^ porte /»^W' ^j-^ ^ L»JjUì ^. 



r 

ol^oJUI ^jA ^L^l Jl (3) L^ ^.b*?. (a) Lib^l [^ ^j\j (i) i^Utj 

(ejjt^jij (5) wJiyi ow L^ i,j>ib j ^ L^ >ijr ^ ui j^ 

^^ L<JLiJI (8) JJLUI j^ ^lyi JSIJI J ?,,L^ u-J^j' L^JU^.! 
ì!j_cIj J\j^\j wbui' J,l (9) ^SLii^b JJl^Mlj V^l J *jb^ 

.LaftJt (il) par» (io) bLL. L^J^I j\ Juo L^ ti ,jija. Jj Jjjbc 
iJ-j^l ^^b L^j jjLslI y«w ji] (i3) ^ ^_^ ^:jv (") *^k 

^ib. ^jftJUo ,J* "^1 Aj jùjo j»jir L^Jic .L*J!_j L^ 

^^ 1^ JJyo ^\^ b j.l^'ì! v/lAJt J* Lil^lj (i6)^t ì^ 

J_JLi ìLjba^ '^\ JUI >l j»l/-ib (17) Lj;^ ji bLi ^b^pt ^j^ 

^ (19) i^y^ ^^b^l oilié ^l/jt (18) ^ ^^1 ^^ jjJi 



(1) La.L4lsansjB.— (a)bC.— (3) *ji C. — (4)jJJXt C— (5) v_JiHt 
C. — (6) j C. — (7) b-Vr* ™«nq"e *•*"* C. *Jj A. — (8) XJUL* C. — 
(9) <3^b9 C. — (io) Ces mots à partir de Jju manquent dans B. — (11) 
>^ A. B. >\x» C. — fiaì iob . iLaS)! B. *it .L-a-ftJI C. - f i3ì «-J A. 



K.yfs>\ B.— (17) b^JJ e — (i8) |„^ C— (19) l/yJ B. — (ao) L^'UI 
(L^'ÌJlj A. b^UJ"! B. L^bt C.~ (ai) ;3-:r^' C. — (aa) ^UlÒ'I C. 




Ju-/toLi5) A^^zaarJl 5i3Uv; 
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c^y c.**^ (*^ 



^_^L|^L. ^^1 u^t .j^ J '^\ ^U^l xU^I ^Ull j^l 



A.Lesmots «Xs^t ^t parlesquels Tauteurentre eDmatière,sontprécédéSy dans 
le Ms. B., des seuls mots fìi Ju^^l^Io sSjj m^J^ lJ^^J^^ *^' (^ ®'*^- 
sans aucun titre; dans le Ms. C. tout ce qui ici précède les mots jL^t ^t 
est remplacé par les mote suivante : ^t ^Xaj^^^jSarO XbLiUlj^^ae^t ^ i)L£» 
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